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第 一 章 ”用 有 理 数 帝 近 实 数 


我 们 经 常 遇 到 无 理 数 的 近似 计算 问题 ， 由 此 产生 了 用 有 理 数 
到 近 无 理 数 的 误差 估计 问题 ， 这 就 是 丢 番 图 逼近 论 的 一 个 最 基本 
的 课题 。 本 章 介 绍 抽 限 原理 和 Farey 序列 , 连 分 数 的 一 些 基本 
知识 , 并 以 此 为 工具 证 明了 Dirichlet 定理 等 几 个 到 近 定 理 。 最 
后 两 节 还 介绍 了 有 关 条 件 有 理 到 近 和 逼近 阶 的 概念 和 定理 。 


§ 1.1 扫 居 原理 与 Dirichlet 定理 


壬 磊 图 表 近 的 很 多 重要 定理 都 是 借助 于 抽 居 原理 来 证 明 的 ， 
这 个 原理 的 主要 内 容 是 说 ,rn + 1 个 物体 放 人 # 个 抽 展 里 ,至 少 有 
一 个 拙 懂 里 有 防 个 或 两 个 以 上 的 物体 ， 它 可 分 为 以 下 三 种 形式 : 
1% 4 十 1 个 元 案 分 成 4 组 ， 必 有 一 组 至 少 包含 本 个 元 素 。 
2° mw 个 元 窒 分 成 # 绷 (m > # 为 正 整 数 ), 必 有 一 组 至 少 包 


人 二 = 上 | + 工 个 元 崇 , 这 里 [ 1 表示 整数 部 分 . 


3 无 限 多 个 元 窒 分 成 有 限 组 , 必 有 一 组 包含 无 限 多 个 元 素 . 
应 用 这 个 原理 ,我 们 可 以 证 明 某 些 存 在 性 定理 。 
首先 ,我 们 考虑 如 何 用 有 理 数 来 青 近 实数 。 设 9 是 实数 ;如 果 
考 访 具有 固定 分 母 9《 这 里 4 是 正 整 数 ) 的 所 有 有 埋 数 ,那么 实数 
3 必 位 于 两 个 有 埋 数 之 间 , 即 存在 整数 s， 使 得 | 


oie+l 
4 4 


我 们 取 二 是 这 两 个 分 数 也 生地 上 中 距离 9 最近 的 一 个 , 则 


P| 1 
= 安 一 。 了》 
1s 一 了 | < 二 C1 


用 摧 恨 原理 可 以 改进 不 等 式 (1) 右边 的 常数 3 这 就 是 


定理 1 (Dirichlet，1842)t9 设 83 和 是 任意 实数 , 且 0 
1, 则 存在 整数 ? 和 4 满足 


lg4 < 9, (2) 
p 1 
8 一 二 | 上， 3 
| | < 十 (3) 
证 明 首先 侵 定 @ 是 整数 。 考 虑 下 面 Q 十 1 个 实数 : 
0,{9}, {29}, “Tg {C0 一 1)3}， 1 (4) 


这 里 { 1 表示 分 数 部 分 ， 显 然 ,这 些 数 都 位 于 单位 区 间 [0,11 上 ,我 
们 把 单位 区 间 分 成 如 个 长 度 相 同 的 子 区 局 : 
给 2 十 1 ee 和 oo er— 人 
rz 0 )， w 0,1, ,0 2, 1 9? !|. (5) 
根据 抽 轩 原理 19?，(47 的 8 十 1 个 点 中 至 少 有 两 个 落 在 (5) 中 加 
个 子 区 闻 中 的 一 个 。 因 此 存在 整数 部 ，mr，9a， 9， 其 中 0 反 m 委 
QC—1, Ee 并 且 ri rT2, 使 得 


|(r8 nD EY {rs9 一 #2)1 所 ro 


不 失 一 般 性 ,可 以 假定 Fr Fe 因此 , 设 9 一 ”一 fr2 PH 

4， 便 证 明了 不 等 式 (2) 和 (3) 对 于 整数 成立。 … 
如 果 9 不 是 整数 , 设 8' 一 [8] + 1， 则 由 上 述 证 明 可 知 ,不 

等 式 (2) 和 (3) 对 于 整数 80” 成 立 ， 但 是 由 不 等 式 1 才 9 < 8, 并 


注意 9 是 整数 ,可 推出 1<q 二 [0] < 9。 显 然 还 有 pr 言 因 


此 不 等 式 (2) 和 和 (3) 对 于 非 整 数 旬 也 成 立 。 于 是 定理 得 证 ， 
推论 1 如 果 9 是 无 理 数 ， 则 有 无 穷 多 对 互 素 整数 上 和 ?9 满 


s 2 * 


pi 1 
(9 
证 明 ”根据 定理 1、 对 任意 0 > 1, 存在 整数 多 和 94。 满足 
ixg <0, 199 一 | 声 07'. 假定 (p',g) 一 dd 空 1， 又 设 
Fdp, 4 ~ dq, MN (p, 9) — 1, 并 HL Ig8 — pp) (4d0) 妥 
8- 当 8 一 oo 时 , 必 有 无 穷 多 个 不 同 的 整数 4 满足 (2) 和 (3). 
如 果 不 然 ,根据 抽 展 原理 3"， 则 存在 一 个 正 整数 9 与 一 个 趋 于 无 
穷 的 无 穷 序列 1@。} 模 对 应 ,使 得 
ig9 — pl S 窒 (9 一 0 (MB * 一 20). 
因此 得 到 1403 一 名 | 一 0， 即 8 是 有 理 数 ， 这 与 假 退 矛盾 。 最 后 
由 (2) 和 (3) 可 直接 推出 (6), 故 得 推论 ， 
注 1 《3) 式 中 的 不 等 号 “过 "不 能 用 "一 ”来 代替 。 这 是 因为 ， 


当 史 是 整数 时 。 如 果 取 9 一 六， 那么 对 于 1 <9 < 9， 有 


-让 > 机 
vg 
注 2 推 沦 1 对 于 有 理 数 3 不成立。 这 是 因为 , 假如 
9 一 了 天 上 卫 ， 
bp 4 
则 有 
el 


由 此 推出 1<4 和 5 因而 不 可 能 有 无 穷 多 对 互 素 整数 ?了 和 9 满足 
(6). 


注 3 不 等 式 (5) 中 的 六 不 是 最 好 的 。 下面 将 会 看 到 ， 它 可 


以 用 -z= 一 来 代 埠 。 


* 和 + 


$ 12 和 内 插 、PFarey 序列 与 Hurwitz 定理 


定义 1 两 个 既 约 分 数 ?/4 和 /4 ， 如 果 满 足 
gp 一 pq 一 士 1， 
则 称 它们 为 一 对 共和 分 数 。 
定义 2 任意 隔 个 噬 约 分 数 二 和 6 称 
g++ 
为 其 和 内 播 . 


例如 ，0 和 1， 即 - 和 十， 是 共 示 分数 ,这 两 个 分 数 的 和 内 
1 

和 是 十、 
定理 1 ” 共 因 分数 的 和 内 插 为 既 约 分 数 , 并 与 原 分 数 共 思 . 进 


一 步 , 由 0,1 出 发 相继 进行 和 内 描 , 可 产生 0,1 之 闻 的 一 切 既 约 分 
数 。 | 


证 明 ”首先 证 明 结论 的 第 一 部 分 。 设 二 和 点 为 共 圈 分 数 ， 


不 妨 假定 0< 二 5 < 吉 ， 即 满足 


9 一 pq 一 1 
由 此 不 难 验 证 ,它们 的 和 内 找 位 于 它们 之 间 ;, 即 


Ye 
a gt qf” 


并 且 
EA 
ro—pr 一 1， 
"tp 二 
所 以 FA 为 既 约 分 数 , 并 且 人 阿 和 分 


ce 


草 痢 是 共 斩 分 数 。 
下 面 我 们 用 反 证 法 来 证 胡 结 论 的 第 二 部 分 。 假定 婚约 分 数 


Fe C0,1) 不 能 由 和 内 插 产 生 , 也 就 是 说 , 必 有 由 和 内 插 产 生 的 一 


对 共 轿 分 数 和 适合 


Cr 0 
即 不 可 能 有 等 式 出 现 、 显 然 有 
6<94 并 且 dq 《27 
如 果 不 然 , 当 5 之 4 时 ,有 
££ 2d ill- 4 
d 9 dg dg db dd 5b 


推出 二 < 全， 这 与 (1) 和 矛盾 。 当 4 > 9 时 ,有 


旦 一 站 一 好 一 9 上 上 > 上 上 一 一代 
q 用 gb gb db dd 4” 
则 二 > 二， 同样 与 (1) 式 矛盾 。 这 时 我 们 在 宇和 < 之 闻 进 


行 和 内 插 ， 其 分 母 将 逐次 增 大 ， 因 新 的 和 内 播 必 然 或 落 在 二 和 
上 之 间 , 或 沙 在 去 和 二 之 间 ， 故 必 存 在 一 对 共 亏 分 数 满足 不 
等 式 (1), 而 不 满足 (2) 式 .因此 二 必 症 某 一 对 共 思 分 数 的 和 内 
插 ， 定 理 证 完 . 


从 0,1 出 发 相继 进行 六 次 和 内 插 、 我 们 可 以 得 到 如 下 既 约 分 
数 ( 第 * 次 和 内 播 简 记 作 ls 大 一 0， 1 2 -9 57: 


了 
1, 


中 | 


四 | 


Ti 


el tv 


心 | 
oj 二 
守 志 
a 
ed a 
ee 一 
= 
Bad ed 
Dom om 
SS 
Do We 
a| 吕 
人 小 | 去 
SS 全 
Ln 
Ra he 
一 | 
ed 
| vi 
Sl 
四 1 一 
pe 
ee_) 


他 | 交 


| 二 
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o| 全 


局 23 
i 
~ 全 


nn 


tr~ 
No 


"| 


ls 


定义 3 在 0, 1 之 间 的 既 约 分 数 中 ， 把 分 母 不 超过 = 的 分 数 
按 太 小 排 成 一 序列 称 为 # 级 Farey 序列 《rz 之 1)， 记 作 多 。 例 
如 


1 1 1 1 2 1 2 3 1 4 3 2 
多: 10 人 
7 6 5 7 4 7 3 7 5 3 
三 机 
7” PE 7 EC 了 3 . 


?级 Farey 序列 具有 如 下 性 质 : 
定理 2 Farey 序列 中 任意 相 邻 二 数 为 共 斩 分 数 。 


证 明 假定 < 所 为 多 。 中 相 邻 二 数 ， 由 于 (a, 外 = 


1, 所 以 同 余 方 程 
ay 直 1 {mod 86) 
有 唯一 解 《mod 5)。 我 们 选择 解 了 和 相应 的 * 满足 
bx—ar!l, rn—b+1lSyn (3) 
因此 


y> 0 (x,y) 一 1， > 地 C4) 


Bb 
如 果 我 们 能 证 明 5, 则 有 x 一。，,，y 一 ,于 是 由 (3) 式 便 


得 定理 。 事 实 上 ， 如 果 不 然 ， 假 定 之 到 秘 ， 则 必 有 4 < 和 < 


人 由 (3) 中 右 式 不 难看 出 
i ee 
+y>#+1 ,1 
. bby bby by 
这 与 (3) 中 左边 等 式 相 包 盾 。 定 理 证 完 ， 
由 此 定理 直接 得 到 


等 
推论 2 Farey 序列 中 任意 一 数 是 左右 相 邻 一 数 的 和 内 插 ， 


这 里 只 给 出 推论 2 的 证 明 ， 设 二 < 尔 < 乡 是 多 。 中 要 


邻 三 数 , 则 由 定理 2 可 知 
ba —ab -1, ba—ab 1, 


将 两 式 相 减 得 到 o (5 十) 一 (a 十 a) 一 0， 因此 


于 是 推论 得 证 ， 
定理 3 (Hurwitz，1891)*? 对 每 个 无 理 数 8， 存 在 无 穷 多 


个 不 同 的 有 理 数 和 满足 


(5) 


_p 1 
| 4 | < V5gq : 
这 里 的 常数 W 了 是 最 好 的 , 换 句 话说 ， 若 常数 4 > Vs ， 则 
必 有 无 理 数 3， 使 不 等 式 


-和 < 四 
只 有 有 限 多 个 有 理解 二 

证 明 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 0 < 9 < 1， 又 设 和 和 颖 是 
F， 中 适合 生 <9<< 搬 的 相 邻 二 数 。 令 o* 一 a。 十， 如 一 
6 十 乡 ， 根 据 定 理 1， 则 和 < pr 不 在 多 。 中， 

首先 ， app Mpa 


| 
< Fr es 


E i < zr (7) 
我 们 可 以 假定 9 > 全 ， 如 果 不 然 ， 可 以 用 19， 1 一 个, 1 一 
a 2 oa 
全， 一 分 分 别 代替 a， 二 ， 各， 全。 
假设 (7) 中 每 个 不 等 式 都 不 成 立 , 即 
-4>_L ,9 一 sg. 
ob Vs5b ob* Sb b AAS 
《8) 
把 其 中 第 一 ,三 不 等 式 相 加 得 
a -一 mm -1. es (GE 1 
pb ob bo Vs bb) 


这 里 左边 等 式 是 根据 定理 2。 辣 理 ， 把 (8) 中 第 二 、 三 不 等 式 相 加 
得 ” . 


i i (二 -上 
bE Ob bb Vs bm 
由 这 两 个 不 等 式 分 别 得 到 


VbbPotb 和 VIbb +6, 
两 式 相 加 有 
VPCE HB) b+ 257 + Bt, 

由 于 br 一 b+ 尹 ， 最 后 推出 

5bb 4 2 + 3 + 256, 

(2 一 (了 一 1 2 & 0. 

由 于 4b 和 都 是 非 零 整数 、 上 面 不 等 式 是 不 可 能 的 。 所 以 (77 中 
至 少 有 一 个 不 等 式 成 立 。 


其 次 ,根据 定理 2 的 证 明 中 的 (3) 式 和 2<5 所 " 可 知 
nb sb lm bb, ba—~ab = l, 


2 2 


因此 有 


Sol 1 
b 风 bb bb 和 #" 
a a Ig* a 
记 是 Ey 中 使 不 等 式 (7) 成 立 的 一 个 有 理 数 ， 由 于 
a 站 " 
< <8< < 所 以 有 


|* 一 了 | 2 
4 Ed 
因为 8 是 无 理 数 ，9 地 因此 对 每 个 固定 的 pp 这 个 不 等 式 


只 对 有 限 个 自然 数 # 芯 m(p;4a) 成立， 所 以 当 # 一 oo 时 , 我 们 
便 得 到 无 穷 多 个 满足 (5》。 


一 5 一 上 

最 后 ,我 们 证 明 (5) 式 中 的 常数/ 了 是 最 好 的 9 一 站 5 
就 是 我 们 要 找 的 无 理 数 , 它 使 得 (6) 式 (其 中 4 > V5 ) 只 有 有 限 
多 个 有 理解 。 事 实 上 ,如 果 不 然 ,有 无 穷 多 个 有 理 数 满足 (6》， 


We A 
2 


则 8 趋 于 无 穷 。 设 8 一 一 , 则 PO) 一 习 +xz 一 1 一 
(x 一 9)(x 一 89)， 我 们 有 
| 
ssl + -7)< 2 
工 
124 
由 于 4 之 W 5 ， 因 此 当 9 充分 大 时 ,这 个 不 等 式 不 成 立 . 于 是 定 
理 得 证 。 
s 0 9 


注 1 后 来 E Borel 用 连 分 数 方法 也 得 到 了 上 述 定 理 。 


§1.3 ” 连 分 数 与 Borel 定理 


本 章 研 究 的 连 分 数 是 在 实数 域 上 ， 为 了 将 来 讨论 其 他 数 域 上 
的 连 分 数 ， 我 们 这 里 将 给 出 连 分 数 的 代数 理论 ( 详 见 文献 [75])。 
定义 1 设 rr zw 为 N + 1 个 变量 , 则 称 形 如 


wo 二 


‘rw + 二 
Nx 


的 有 理沙 数 为 连 分 式 , 记 作 [xo,x1, -> xn] 容易 计算 


【xm] 一 0 [ xz] 一 ti 


[zyziy 妇 ] 一 Tr 二 十 


%axzl 十 1 
一 般 地 , 记 
本 一 [xz yz] OCnsN, 


其 中 pe 和 4。 是 二 的 多 项 式 , 问 称 为 连 分 式 { x0, 


zi TN] 的 第 za 个 渐 近 分 式 。 我 们 有 
性 质 1 下 列 递 推 关系 成 立 
加 一 ze， 六 Xxot 1l, po topot + Poss 2 me 和 
和 一 1，4: 一 zx， 9g。 一 zaqge-i 十 9 2 EHEN. 
证 明 当 ”一 0,1, 2 时， 可 直接 计算 得 出 。 现在 假定 对 于 
# 一 上 性 质 1 成 立 , 妈 


[xzoyxzt yx 1] 一 


Dos!. a KelPo -2 十 Pos -ip za 十 二 


4 Tots-2 tH 90_3 A 


P? I 9 


1 
一 [xx Xe_l9 za 玫 | am， “21 十 一 
pe . xm 


(x LT)p.- 十 Ps- 
= i a Xa(xn pe: 十 Pass) # Pel 


(es 十 工 )9.-， 十 9 LE 19w 3 十 9s-3) 十 Fm 
Ts 
Xapn_l 十 Pe? ; 
Xaqrt + gm- 
这 表明 对 于 ”性 质 1 也 成 立 。 故 性 质 1 得 证 。 
为 方便 起 见 ,定义 p-; 一 0, pt 一 1，9-: 一 1， 49- 一 0， 则 
递 推 关系 对 于 所 有 * 之 0 都 成 立 ， | 
性 质 2 对 于 每 个 适合 0<x 扣 N 一 1 的 *， 设 
Cari [rotis Xora " "> SN}y 
则 
[zorrig rw] 一 [xo xy … zes[xza+ty -zw]] 
一 Catlpa 十 Ps-L， C1) 
atids 十 Ga 
证 明 首先 用 数学 归纳 法 证 明 (1) 中 第 一 个 等 式 . 显然 有 
1 
fx ,xw] 
这 表明 * 一 0 时 第 一 个 等 式 成 立 。 现 在 假定 对 于 5 一 1 第 一 个 等 
式 成 立 , 则 


[xuwxay yxw] 一 xzo 才 


Fxoy zy -zw] 一 Yo 十 一 txoy[wi -YN]]， 


二 
[rw 
Pe 
[x °° Fa Lxatis "sw] ] 
[xrs Tos [rer ll, 
这 表明 对 于 * 第 一 个 等 式 也 成 立 。 最 后 ,(1) 中 第 二 个 等 式 可 由 性 . 
质 1 直接 推出 。 故 性 质 2 得 证 。 
由 性 质 2 立即 可 推出 


中 j= 


性 质 3 车 
ps 一 [yuxi ss Ze 一 [yo yw]， 
fs Sm 
则 


a Pu-ism 十 Porm arm 


Lx ,x Xa yo YL 
人 Ge-iiem 十 ur m 


性 质 4 对 于 s 之 1, 有 


pe 一 [xza-isg xiyzo]， 


pe- 
2 一 [x Xs X11, | 
a1 " 
证 明 用 数学 归纳 法 因为 
二 5 十 上 一 Xl 工 一 [xisxel, 
nn 


wo Xo 

多 一 六 [zx]， 

Yo i | 

所 以 对 于 一 1 性 质 4 成 立 .现在 假定 对 于 = 一 工 性 质 4 成 立 , 则 
由 性 质 ! 有 


bs. — xzabm-i 十 fo 一 x。， 十 (ee 
poe-i Pn-l 六。 3 


1 


-四 【za :XsX0), 
Ex。 azo] 


一 x 十 


ls zago-i Gs 一 十 (9 
9x*-3 9e-1 人 一 2 


JE 
| 
于 是 对 于 * 性质 4 也 成 立 。 故 性 质 4 得 证 。 
性 质 5 对 于 rs 宛 一， 有 
GaPe-l ~ Prdo-i™ (—17, (2) 


xs 十 


wt [xz ,%]。 


Gutipat 一 Putidr-t 一 【一 129x7str。 (3) 
证 明 由 于 9-:P- 一 92 一 0 一 17 一 《一 1) -1， 所 以 对 
于 # 一 一 1,《2) 式 成 立 。 现 在 假定 对 于 rn 一 1，(2) 式 成 立 , 则 
我 们 有 
GaPri 一 Dog il (Xan + qn_2)Pss 
— (xspoi + Pa)9a 
一 一 (9，ip。: — Pro:) 
一 一 (人 一 上 一 《一 1 
故 对 于 n (2) 式 成 立 ， 于 是 (2) 式 得 证 。 由 性 质 ! 和 (2) 式 直接 可 
推出 (3) 式 , 即 
Gn+ips—s 一 Patiqe-t ™— (xerda 十 ep 
一 (x+lp。 十 po_1)9o-1 
一 《gp 一 Prde1) Xe+! 
> Ce 1 "iis 
故 性 质 5 得 证 。 
性 质 6 设 ca 一 [zy- :zh]，an+l 一 Txtiy xl CO 
nN 一 1)， 则 
zDD 
4。 goatgu 十 9 
证 明 由 性 质 1 和 2 及 (2) 式 ,有 
a— be ~ Sps tt Pay ~ Po ~ daPors Pada 
Gn Ontiqgo 十 qu qs 9qn(osrde 二 ga-1) 
en 
gaCaatiqs + ga-1) 
故 竹 质 6 得 证 。 
上 和 述 六 给 质 是 对 于 一 般 的 连 分 都 成 立 的 ， 当 其 中 的 变量 %， 
" 取 确 定 的 值 时 我 们 有 
定义 2 对 于 连 分 式 [mm -一 ,xy]， 如 果 和 一 为 实数 ， 
si 一 ai (1 所 1 之 和 N) 为 正 数 时 , [40,4,,--*'san] 称 为 连 分 数 . 如 
果 oo 为 整数 ，w 《1 < 之 i< 委 六 ) 为 自然 数 , 则 [cea ecw] 称 


se 


为 篇 单 连 分 数 。 如 果 困 为 有 限 的 自然 数 , 则 称 Lao,a1，…* ,on] 为 
有 限 连 分 数 ;如 果 丸 趋 于 无 穷 ， 则 称 [os et, …] 为 无 限 连 分 
数 ， me 
定义 3 对 于 简单 连 分 数 = [ayeiyazy] 《有 限 的 或 无 
限 的 ), 称 


bs 一 [ao,0,.**>0] 
gs 


为 8 的 第 # 个 渐 近 分 数 , 称 ao。 为 8 的 第 二 个 不 完全 商 ， 称 8, 一 
[enyaatt,"……] 为 8 的 第 s 个 完全 商 . 
显然 ,对 于 连 分 数 的 p。,94,，,3。， 仍 然 具 有 性 质 1 一 6， 不论 连 
分 数 是 有 限 的 还 是 无 限 的 。 对 于 连 分 数 我 们 还 有 议 下 定理 ， 
定理 1 (i) 有 限 连 分 数 表 示 一 个 有 理 数 。 (ii) 反 过 来 ,对 
任意 有 理 数 s， 有 且 恰 有 两 种 方法 展 成 有 限 连 分 数 , 见 
0 一 [oo aisgw]， 其 中 oa2， 
和 | 
oo= [oa ran — 1,11, 


证 明 (i) 显然 ， 为 证 明 〈ii)， 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 “一 
艺 ,p > 0,(Cwp) 一 1, 对 * 用 数学 归纳 法 . 当 ? 一 1 时 ,。 是 整数 ， 


则 a 一 [se] 这 里 [1] 是 简单 连 分 数 记号 ). 现在 不 妨 假 定 “一 Lam， 
gs0n]。 如 果 和 一 0, 则 ga=[ao] 一 [ol。 如 果 NN 之 0, 则 
1 
fa an]” 
并 且 [a1,*** ,aw] 2 1。 因为 7 一 do 是 整数 ,所 以 fa, ov] 一 
1。 又 因为 m 关 1， 推出 N 一 1 0 一 1 所 以 o 一 一] 且 
ea 一 [es 一 1,11]， 于 是 对 于 v 一 1 (ii) 成 立 . 

对 于 "> 1， 根 据 Euclid 除法 ， 存 在 整数 9,” 适合 “一 
29 十 r， 其 中 .1 和 7 < 之 vv 由 归纳 假设 ， 有 且 恰 有 两 种 方法 招 


> 展 成 简单 连 分 数 


4 一 0 十 


se 了 *» 


v 
一 一 人 also ON-199N]， . 


Fr 
其 中 G2 守 bea 


-和 > 1,an > 2, 


2 机 [WE a il,1], 
了 交 
因为 二 > 1， 所 以 。 关 1， 因此 
(人 > DE WE 
v zt 人 “vaw-iran] 
me [95019°*" sO0N_190N] 、 y 
和 
一 1gv,e ramon — l,ll. 
这 时 取 a 一 9， 于 是 《让 》 得 证 ， 故 定理 1 证 完 ， 
定理 2 《i) 对 于 无 限 连 分 数 3 一 [eueyesy vim 如 存 


ny fn v 


在 ,并 且 为 一 无 理 数 ，(ii) 员 过 来， 对 任意 无 理 数 3， 可 以 展 成 
唯一 的 无 限 固 分 数 fooyotyoy 1]， 使 得 9 一 i 

-证明 首先 证 明 CD。 对 于 无 限 连 分 数 [ora :.], 出 

性 质 5 可知 ， 对 于 4 守 一 1 有 ye 

Pr-l _P _《 一 1 (4) 


Gn-i 4» 9m— tx 


和 
Pat Pan 一 《一 Lrcotl (5) 
Ja-!l . Gut 2 一 19m+1 加 
由 (5) 推 也 , 当 各 关 0 为 偶数 时 ， i 当 # 之 ! 为 奇数 时 ， 
ss Ee ”并 由 (人) 推出 ， 当 之 1 为 候 数 时 2 若 偶 


数 mm 之 奇数 4， 则 奇数 m 一 1 沁 《奇数 ). 于 是 ee < 所 


和 


以 有 加 < 于。 类 似 地 可 以 推出 ， 对 于 偶数 m 之 ”《 奇 数 )， 有 


ee be 。 六 此 得 到 有 理 数 序列 


fm 
2 和 
go f+ f+ 4s 93 . 
由 于 单调 有 和 界 序 列 必 有 极限 ,所 以 极限 
lim pm lim ps 
ng, ng 


者 存在， 根据 (人 ) 式 ，lim 一” 一 0 《由 性 质 1 可知 当 9 一 oo 时 
9. 一 co), 所 以 这 两 个 极限 相等 ， 令 9 一 lm 全 。 因为 3 位 于 
2 和 全 之 间 , 所 以 由 (4) 得 到 


中 w+1 5 
9—b < <t, (Cp,9)—1, (0) 
- 3 Fn aft 4n 本 一 
因此 有 无 穷 多 对 互 素 整数 p，4 满足 不 等 式 
-中 < 
4 9 


根据 $ 1.1 的 注 2 可 知 ，8 一 定 是 无 理 数 。 

其 次 ,证 明 (ii)， 假 定 9 是 无 理 数 , 设 mw 一 [3]( 这 里 [  ] 表 
示 整 数 部 分 》, 令 d= (9 一 G0) 由 于 3 是 无 理 数 ,所 以 8 是 
无 理 数 ,并 且 9 > 1。 一般 地 ,假如 我 们 已 经 定义 了 整数 a4,a 之 
1 ya,21， 和 无 理 数 3 > 1)9: > 1 9。> 1。 令 cs 一 
[98.]， 9 一 《96 一 4s) ， 于 是 ss 之 1，9 > 1， 而 且 8。 
加 大 各色、 显然 对 于 每 个 * 之 0 有 

8 一 [azly *" ,040s Ee 
根据 性 质 6 得 到 
1 

qa dst, + ge-1) < 


. 1F-*: 


由 此 推出 Hm a 所 议 9 = {qa00-**]. 


最 后 ,我 们 证 明 无 理 数 展 成 无 限 连 分 数 的 方法 是 唯一 的 。 假 
定 无 理 数 9 有 了 两 种 方法 展 成 无 限 连 分 数 , 即 
9 = io,0 1 ~ [bbb,..*1. 
显然 a 一 [13] 一 入、 合理 可 证 a 一 入、 现在 假设 a 一 ,41 二 
所 ,0s-: 一 上 -1， 我们 来 证 明 a。 一 5,， 事 实 上 ,由 于 
日 一 [ao ,0e-1s9x1 一 [5 … ,bs7sl, 
根据 性 质 2 可 得 
8 = Oa ps t 十 prs TnPa-i 十 poi 
Dealqn-t 十 Ges Ya9o-, 十 90.2 


即 
(3, Ta)CPs_19s-1 A Pa.294_1) he 0, 
百 由 性 质 5 立即 得 到 9。 一 yw, 所 以 6 ~ [8。] = [76] 一 5 于 
是 定理 2 得 证 。 
注 1 由 (6) 式 可 知 , 无 理 数 8 的 每 个 渐 近 分 数 ， 都 满足 不 
等 式 
yy 2 
| 。 | < 六 
进一步 ,我们 还 可 证 明 
定理 3 (i) 8 的 两 个 相 邻 浙 近 分 数 中 至 少 有 一 个 满足 
昌 —f | 一 . 《7) 


(ii 反 过 来 ,如 果 互 寄 整 数 p,g, 9 > 0， 满足 (7), 则 是 8 的 
证 明 (i) 的 证 明 〈《Vahlen，1895)nu3。 设 jy 如 是 8 


的 两 个 相 令 新近 分 数 , 则 数 9 一 Po， 和 一色 的 符号 相反 ;内 
此 i i 如 


se iE 。 


Re 


所 二 oes | 


1 < 上 + 了 
Gna-t 24 29?3_， 
这 是 因为 《9。 一 gs- > 0、 因此 下 面 两 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 
成 立 


9— 台 | < 上 | 一刀 < 一 
2n 29 | gs 


(ii》 的 证 明 (Legendre， 1893)r， 假定 9 类 卫 (因为 


9 一 也 时 (ii) 显然 成 立 )， 根 据 (7) 式 可 记 


其 中 0<3< 1/2,。 一 +1, 根据 定理 1 的 (ii), 写 可 展 成 有 
限 连 分 数 
了 人 [5 5 Ee ,8,11]。 


因为 有 两 种 表示 苇 、 可 以 选择 5 适合 (一 1 一。。 我 们 用 下 式 
来 定义 o: 


9 ~ Pari 十 baz 
03w-: 十 Fn~2 
所 以 有 9™= [bb ,bi ]。 由 福 质 6 可 知 
于 一 9 一 二 一 5 一 所-: 一 一 
9 2 -1 gs_ 1 1Ga-t 十 9s-:) 
所 以 
ed ge 
忠和 sa 一 | 十 gos 
由 此 解 出 


re 9a-2 
6 ns 


si9-” 


显然 o > 1， 于 是 一 可 展 成 简单 连 分 数 ( 有 有 限 的 或 无 限 的 一 
fir] 其 中 bj 之 1 jj 一 %*,# 十 1,…, 因 此 ,3 展 成 简 
单 连 分 数 : 
日 之 [55 5 
医 紫 
PP ~ | 
4 Gu-l 
是 8 的 浙 近 分 数 。 于 是 定理 3 证 完 . 
定理 4 (Borel，1903)*"*9 9 的 三 个 相 令 的 新 近 分 数 中 至 少 
有 一 个 满足 
p 1 
4 | a 
证 明 设 9 [qa 令 


Di Laisaits***], Bi 2 
. Fi~i 


由 狂 质 6 有 
号 一 | = ey 
4 gi(Di+ig + gi) giC9in 十 i+) 
只 须 证 明 不 可 能 有 三 个 相 邻 的 自然 数 i 一 * 一 1,5,n 十 1， 使 
9; +B; V5. (8) 
如 果 不 然 ,假定 对 于 1 一 一 1,#,# 和 十 1 (8) 式 成 立 ， 由 于 


、 1 
Hi git a 


~ 


1 Er i me C19? fis + qi: Qi EF pins 
a i-1 Gi-? 
则 有 
工 十 工 一 9 ,+h V5 isn,nt+1,nt+2. 
3, i 
于 是 | 
1 一 上 .ai 返 (V5 — lkV5 — Bi)yi— nn+ 1, 
9 Er 4 


# 20 +* 


由 些 推出 


Bt<V5, i nn 二 1。 G9) 
因为 8; 是 有 理 数 ， se 因此 有 
( i 
由 于 4 < 1， 因 而 得 到 . 
Dt 1 一 十 1 C9) 
由 C9) 和 (10) 不 难看 出 


Gy ~ SSVI —Bm) LV V5--1) 


-= |。 
这 是 不 可 能 的 。 故 定理 得 证 。 
注 2 显然 ,由 Borel 定理 同样 得 到 Hurwitz 定理 。 
注 3 Hurwitz (1891)9 还 证 明了 ,对 无 理 数 
9 Ee,a,0, "**] 《这 里 有 无 穷 多 个 适合 4 守 2)， 


有 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 数 二 适合 


| < 


本 


4 
Var 
$14 周期 连 分 数 与 Legcndre 定理 


定义 1 对 于 无 理 连 分 数 ou, ol, ca， .]， 如 时 存在 整数 
下 着 0， 太 之 1 适合 ok 一 on 当 # 基态 那 么 这 个 连 分 数 称 为 
具有 周期 长 和 的 周期 壬 分 数 , 记 作 | 
[goal "sas ROR +m je (0) 
当 丰 一 8 时 ,(1) 式 称 为 纯 周 期 连 分 数 ; 当 龙 二 1 时,(1) 式 称 为 所 
纯 局 期 连 分 数 。 


四 2 * 


定理 1 实数 9 可 展 成 辕 期 连 分 效 的 充分 必要 条 和 伍 是 : 8 为 
二 次 无 理 数 ( 邮 有 理 数 域 上 二 次 不 可 约 多 项 式 的 根 )。 

证 明 ”必要 姓 (Euler ,1737250。 很 设 

8 一 Taoyaly saR 1s GAs" Ohtmile . 
令 
si 一 [ety at+e-i]， 
则 一 [at ,ei+m-1r94J]。 根 据 $1.3 中 的 性 质 2 有 
zr8 + 


bss » 
2 FTg 


其 中 和 过 是 [ou，,:-,cuks_i] 的 最 后 两 个 浙 近 分 数 ， 于 是 


5 满足 
9 路 十 (和 一 丸 )5 一 太一 0. 
由 于 3; 是 无 理 数 ， 上 式 表明 8k 是 一 个 二 次 无 理 数 。 设 9 是 
9 的 共 畴 数 , 则 34 十 3 和 549， 是 有 理 数 ， 我 们 将 
pid 十 Paz 
7 
分 母 有 理化 ,再 根据 $ 1.3 的 狂 质 5 得 到 
上 CPi 十 pia) GRD 二 gi) (一 1 D9 二 地 
8 了 四 
式 中 +,s 部 是 有 理 数 。 所 以 8 是 一 个 二 次 元 理 数 。 
充分 性 〈《Lagrange，1770)ea。 设 8 满足 一 个 二 次 不 可 约 方 
程 
0 有 2 十 5 十 < 一 0，0 天 10， 天 一 4ac 和 10。 
令 8 一 [aa ao] ， 风 
9 ~ -ia 十 Po- ， 
9w-i9， 十 4- 
把 它 代 人 上 面 的 方程 ,得 到 
4.93 十 By 十 Co 一 0， 


其 中 


sn 32 @ 


4 一 apa-t 十 8 ri9s -十 593 1 
五 。 一 2aps ip 十 bq tpas + 93ps 
十 2c9。 ti9。 2 | 
Ce — apsst bpos901 + cq2.,. 
容易 计算 
Bi 4A.C, = (bh — 4ac)(g,_ pp; 一 gazPr-1) 
-= bh 一 4ac, 
显然 4.，8.， C。 不 能 同时 为 零 , 并 且 4, 天， 如 果 不 然 , 则 有 
B.9. 十 CC, 一 0。 因 为 9。 是 无 理 数 、 所 以 这 是 不 可 能 的 。8。 是 
方程 
4zz 十 Br 十 Co 一 0 
的 一 个 根 。 由 4 13 性 质 6 可 知 
pb 一 34 十 二-， :6i < 


所 以 


2 
A,—1 (sr.- 十 8 2) 十 bq (se 十 ) 十 592-! 
Gat/ Eh 
2 
一 (9 十 1 十 c)43 -十 2496 十 “人 


1 


十 358 


0 
2 


Fn 


一 2488 十 + 25。 


由 此 得 

1j4,! 二 21a9| 十 jel 二 151。 
由 于 C, = 4,-,， 则 有 

|CwJ< 2la3| 十 |cl 十 il。 
而 

Bi<4|4d1C | 十 光 一 4ac| 
< 4K2l1es|l 十 laf 十 151 站 十 15 一 4ae!。 

因此 , 4, ,8B,,C。 的 绝对 值 小 于 一 个 与 # 无 关 的 数 。 于 是 有 无 穷 
多 个 9。 只 对 应 于 有 限 组 《4,,8,,C,)。 根 据 抽 慑 原理 ,至 少 有 三 


* 23 。 


个 93。， 比如 说 93。 ,9 3， 是 间 一 个 二 次 方程 
AY+Br+C—0 
的 很 ,所 以 至 少 有 其 个 根 相 等 . 不 妨 设 9 一 8，(m 过 m1). 因此 ， 


9,, 【ae 和 ,au，198。)] ee 3,, ee f es， i | ], 


所 以 8 是 局 期 连 分 数 ， 


例 1 
了 
14+ 2 二 3 
V3—1l 
=- 1 十 L 
1 十 -一 
M3—l 
2 一 人 /3 
一 1 十 RAR RS 
I a 
(V3— D+Y3) 
一 1 十 ! 
[过 2 
3+1 
=- ee 
1 十 人 
2+ (V3—1) 
例 2 
5 二 1 5 一 1 t 、 
RE ee A RE SE 
Ys+l 
2 


这 是 周期 长 为 工 的 纯 周 期 过 分 数 。 

定理 2 二 次 无 理 数 3 可 展 成 纯 周 期 连 分 数 的 充分 必要 条 和 件 
是 8>1, 一 1 过 之 0, 这 里 8 是 8 的 共 轿 数 , 

证 明 ”必要 性 。 假 定 二 次 元 理 数 8 可 表 为 
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则 8 满足 方程 
P(x) 一 ga_1r! 十 (4g。 ;一 pe 一 pe- 一 0， 
其 二 根 为 8 和 8。 显然 9 1. 由 P(0) 一 一 po:<0 及 
P (一 1) 一 (9 一 493) + (pai Pes)> 0 

可 知 ， 在 区 间 ( 一 1,0) 中 ， 有 且 欠 有 一 个 根 ,但 8 > 1， 所 以 必 有 
一 1]<<8 一 0 

充分 性 。 假设 二 次 无 理 数 8 适合 9 >1, 一 1 之 3 < 90， 并 
可 展 成 局 期 连 分 数 


日 一 [aoyato "0Ok-iy GE “9k+m-1]， | 之 1。 


我 们 有 
9 一 十 十， 一 [8]，*D0， 
Het 
BH, Ditne 
两 边 取 共 元 得 
9 ot (2) 
首先 ,我们 用 数学 归纳 法 证 明 
一 1<9, <0， nD 0, (3) 


事实 上 ,显然 ,# 一 0 时 (3) 式 成 立 ， 现 在 假定 对 于 w (3) 式 成 立 、 
志 8 一 ds 之 一 0. 壕 = 故 由 (2) 可 知 


一 1 < 8 一 村 1 < 民 0， 
3 


aa €a 
这 表明 对 于 ”十 1(3) 式 也 成 立 ， 因 此 由 (2) 式 看 出 : 对 于 2 0， 
有 S 


-i 一 0， 即 “< 一 元 < 十 1 


es 


9 23 


再 由 《27 式 中 右边 等 式 可 得 


-|-z! 上 -|[- 二 二 
于 [ 9 Biim 2 


因而 


1 
Di dt A martm-1 十 一 ditm-ie 
4 


: tm 
重复 进行 次 后 ,最 后 得 到 8 一 9。， 于 是 


Sh {dad thn-1]。 
故 定理 2 得 证 ， 
定理 3 二 次 无 理 数 9 可 上 展 成 拟 纯 局 期 连 分 数 的 充分 必要 条 
件 是 : < 之 [3] 一 1， 这 里 % 是 3 的 共 愧 数 。 
证 明 ”不 撩 一 般 锤 ， 可 以 假定 0 < 3< 1、 只 须 证 明 3 可 展 


成 [0, 人 a6] 当 旦 仅 当 9 之 一 1。 事实 上 , 令 5 = 则 
9 [0,8], 有 Bt> 1 ， 吕 一 了 概 锯 定理 2 ,8 可 展 成 [a, -…， 
44] 当 且 仅 当 一 1 之 之 0, 即 8 二 一 lil, 证 完 。 . 

定理 4 (Galois，1828)9 落 二 次 无 理 数 9 展 成 纯 周 期 连 
分 数 9 一 [25007701]， 则 一 步 也 可 展 成 纯 周 期 连 分 数 ， 
并 且 

一 上 一 [ as-iydm-2 yi Go]， 

这 里 9 是 9 的 共 暂 数 ， 


证 明 假定 8 一 [oo,aly，-…， ge-l]。 设 3。 一 fasyas+te-…]。 
则 有 8 一 多 一 9-， 并 且 
1 


和 ， m0,1,..-,m, 
y+ 

8 一 十 0 (4) 
这 w+} 


LL 7 委 弛 


由 定理 2 可 知 ,一 1 二 咏 之 6. 令 
1 


Ee > Hm0,l,...*., ， 
人 
则 $. > !。 并 且 由 (4) 趟 得 
BE CO -一 aa 1 
Sn 9 mm—1l 59。-。 1 dn—s + Ent 多 
好 mm 和 0 1l， sO 1 
由 于 9 一 3.， 有 
mr 一 L Co 二 aa 一 一 1 Ee 
如 8 9 9 Eme 


因此 
i * ,asanl. 


注意 5 一 一 六， 便 得 定理 。 


定理 5 (Legendre，1893)t 〔〈i) 每 个 大 于 1 的 非 完全 平方 
的 有 理 数 4 的 平方 根 可 展 成 拟 纯 周 期 连 分 数 

Vd 一 [aoyeiytxy-… 0020 ， 其 中 Go ”= IVa], 
这 里 后 面 一 个 符号 [ 1 表示 整数 部 分 ，(ii) 反 过 来 ,上 述 形式 的 连 
分 数 必 为 一 个 大 于 1 的 非 完全 平方 的 有 理 数 a 的 平方 根 。 更 进 一 
步 , 若 4 一半 ， 其 中 #,v 是 互 素 自 然 数 , 则 〈i) 中 的 连 分 数 展 


开 式 的 不 完全 商 a, 过 [2Wxp], 

证 明 (i) 的 证 明 。 设 4 是 大 于 1 的 非 完全 平方 的 有 理 数 , 则 
9 一 V4 是 二 次 无 理 数 ,并 满足 9 一 一 Vd <IVd] 一 上 一 
[3] 一 1。 根据 定理 3 , 9 可 展 成 拟 纯 周 期 连 分 数 , 即 


Vd 一 [o， oldgo ]， am 一 [Wd1]. (C5) 
因此 
1 
es [a ,4:, nj]。 
Vd 一 2 


根据 定理 4 ,我 们 高 
® 17 9 


Mdm a) C6y 
但 由 (5) 式 可 知 Vd 十 a 一 [24,, 0m ]。 这 与 (6 ) 式 相 
比较 得 到 

Gm 一 lds Tm ys Hm das" "9 
于 是 有 
Vd [a ra aa .ol], 
《ii) 的 证 明 。 假 定 9 可 表 成 
8 一 [ooyayaay yy 00) 


根据 定理 4 ,有 


区 

一 8 一 [aetyez qiygiy240]。 

所 以 8 十 8 一 0。 于 是 8 满足 方程 v3 一 w 一 0, 其 中 w,v 是 互 

素 自 然 数 , 则 A 显然 , 9 > 1, 不 然 ， 有 a 一 0, a 一 

2a 一 0， 这 与 连 分 数 的 定义 相 希 丘 。 我 们 不 难看 出 ，-” 不 可 能 

是 某 有 理 数 的 平方. 
最 后 ,我 们 来 确定 a。 的 上 界 。 设 4 一 了 >1， 它 不 是 一 个 


有 理 数 的 平方 ， {wsv) “= 1. 记 D ™ Hy 则 Vad 2 由 


(i) 可 知 8 一 W 4 可 展 成 拟 纯 周 期 连 分 数 。 我 们 用 数学 归纳 法 
来 证 明 # 的 第 = 个 完全 商 
8。 | 和 { 2 1) 


可 表 成 


3。 


_P:+VD (7) 
(eR | 


四 28. 


其 中 P。,9。 为 自然 数 , 并 且 满 足 
P,< VD, PimD (mod 0.), (8) 
事实 上 , 当 六 一 1 时 ， 


2 乡 


和 Y2 _IY2] D | a 


显然 P1,0, 满足 (8)。 现 在 假定 对 于 ua，(7) 和 (8) 成 立 ; 
P。 十 VD 1 Qn 
Te 


可 以 验证 ， 


a 2 
Pat ea Gn Oy ng P, 了 Qo 本 全 六 Pen 《9) 


QO. 
根据 归纳 假设 ,由 (9) 式 可 知 P.n 起 整数 。 并 由 (8) 式 得 到 
Pius P=D (mod 0,). 


由 (9) 式 可 知 2.: 是 整数 ， 并 且 Pit D (moed Ce。 根据 
定理 2 可 知 ， 3 之 1 且 一 1 之 4 之 0 因此 
Pu 十 VD 
Qun 


:= A Pan 一 VD Pn VD 
Out 一 二 五 1 QO 


= Qs 一 < 一 0。 I1 
Pn 十 WD 


因为 0。 > 0， 所 以 Pr 二 VD > 0、 再 由 (10) 式 可 知 0。4> 
0。 由 (11) 左 边 的 不 等 式 得 到 0 > 一 Pr 十 WPD。 再 由 (10) 
式 得 到 0 < Pen 十 VD。 于 是 有 Ph 之 0。 由 (11) 滤 可 知 
P, 二 YD， 所 以 对 于 “十 1(3) 式 成 立 ， 最 后 我 们 得 到 

- 39， 


盖 1， 《10》 


了 。 二 
da — [3,] 一 | <[2VD]— [2V uv], nl, 
故 定理 5 证 完 ， 
$ 1.5 最 佳 盈 近 与 不 可 很 好 逼近 
定义 1 如 果 对 于 所 有 适合 0<9 所 4 的 9 有 
_2 a 
| 一 二 < | 一 乡 |， 

则 称 为 9 的 最 佳 澶 近 ， 这 表明 ， 在 分 母 不 大 于 4 的 一 切 有 理 
数 中 ， 是 最 接近 3 的 一 个 有 理 数 。 

特别 ,对 于 Y 一 4 一 !， 存 在 某 整 数 p 一 yp 使 得 19 一 pi 志 
士 ， 所 以 p 是 8 的 最 佳 踪 近 . 

定理 1 (最 佳 囊 近 定律 )》 3 的 渐 近 分 数 是 9 的 最 佳 遇 近 . 这 
就 是 说 ,对 于 * !， 如 果 0 之 4 所 9。， 人 则 


-| < 中 -让 


证 明 (Lagrange， ns 只 须 证 明 
14.9 一 加 | < 199 pl. (1) 
我 们 用 数学 归纳 法 。 容易 验 证 , 当 93 之 [3] 十 时 ,对 于 = 一 0， 


(1) 式 成 立 ; 当 3>> [91 十 广 时 ,对 于 * 一 1，(1) 式 成 立 ， 现 在 


假定 对 于 # 一 1《1) 式 成 立 ,我 们 来 证 明 对 于 wx《1) 式 也 成 立 。 
根据 $1.3 性质 6, 有 


19。9 一 加 | 一 


1 < 
Dotids + qe qs + Ge- 
* 3 » 


1 
(a 十 1)g。 :+ 9w-s 
1 
D4n-t 十 9w-: 
一 |9。-3 一 四， 之 1 (2) 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 整数 p,q 满足 


(Pp,9) —1, 0<g1<4< gq 


Pb, Lr (3》 
4 gd» 4 Ga—l 


如 果 不 然则 由 ee 和 (2) 式 可 直接 推出 (1) 式 。 如 果 0< 


de gn £ 2 i 则 由 归纳 假设 可 知 1q。_19 一 p,_4| 过 1499 一 


sn—l 


户 ， 再 由 (2) 式 可 推出 (1) 式 ,现在 考虑 方程 组 
1p。 十 up 一 六 
14。 十 pq 一 9。 
由 于 方程 组 的 系数 行列 式 等 于 土 ,。 所 以 方程 组 必 有 整数 解 2 和 


k。 显 然 4 和 全 都 不 为 零 。 如 果 不 然 ， 由 “一 0 可 推出 了 


如， 让 4 一 0 可 推出 a 这 些 都 与 (3) 式 矛 盾 ， 由 于 


ge 
以 29 一 如) 与 pLqn13 一 Pe1) 必 同 号 因此 
198 —p| = |2C(g.9 — pe)| t | Cg-l8 一 加 -| 
> 1 — pl), 
最 后 ,由 (2) 式 可 知 , 对 于 *《f1) 式 也 成 立 。 故 定理 1 得 证 。 
宗 义 2 对 于 无 理 数 9， 如 果 存 在 常数 “ 一 “38) > 0, 使 得 


对 于 每 个 有 理 数 都 有 


0 之 g 志 4g,，1 各 必 异 号 ， 又 因为 9 位 于 各 和 外 小 之 闻 , 所 


ss 314 


则 称 9 不 可 很 好 明 近 . 

定理 2 ”实数 9 不 可 很 好 通 近 当 且 仅 当 9 的 连 分 数 的 不 完全 
高 有 界 . 

证 明 由 51.3 性 质 6 和 4 得 到 


| 


a(9 Beti + 


7 
gsl[ ost aetrzy “二 


日 
[ao 41] ) 
入 此 


1 
qaatl 十 2) 


由 此 不 等 式 不 难 推出 定理 2, 


之 1 


. 
giqs+t 


< js 一 所 
gw。 


$16 条 件 有 至 通 近 


定义 1 设 小 为 已 知 自 然 数 ，z 为 适合 0 < r < 1 的 实数 ， 
如 果 既 约 分 数 人 满足 

| 0<pcMH 0O<g<M, (Pp,9)—1, (1) 
并 且 p,q 的 最 大 索 因 子 不 超过 M"、 则 称 也 为 M -分 数 。 


对 任意 给 定 的 实数 9、 求 一 个 M- 分 数 万 ， 使 得 莽 |9 一 芋 | 


为 最 小 。 这 就 是 一 类 条 件 有 理 逼近 问题 。 对 于 不 同 的 问题 ， 可 以 
更 换 不 同 的 条 件 . 

为 解决 这 个 问题 ,我 们 可 以 借助 于 $ 1.2 有 关 和 内 插 的 定理 \ 
和 4 1.3 有 关连 分 数 的 定理 2. 具体 步 驹 如 下 ; 


?329 


ie 首先 将 9 展 成 简单 连 分 数 
(ci 


并 计算 出 各 浙 近 分 数 二， 这 里 的 大 是 满足 pi 亏 
0 L 2 并 


M，qi 三 M 的 最 天 自然 数 。 当 天 为 偶数 时 ,有 不 等 式 序列 
bt 


go G1 din 经 
心 Pn < a < 乌 ; 
2s—1 4 对 
当 大 为 奇数 时 ,有 不 等 式 序列 
Pb 
go gi 25 44-1 ga 
二 人 
in—1 多 他 


2。 我 们 以 包含 6 的 最 小 区 间 
pa Pr Pri: PF 
[| 
作为 出 发 点 ， 开 始 寻 找 M- 分 数 。 必 要 时 我 们 可 以 把 包含 9 的 
区 间 放 大 , 即 可 以 确定 一 个 所 然 数 m(<t， 使 得 在 以 各 和 pa 
为 端点 的 更 大 的 区 闻 上 存在 ,M- 分 数 ， 在 这 些 以 -分 数 中 找 出 一 
个 与 9 最 接近 的 , 记 作 也 
3。 检验 oe 
|e—#|<]e -| 0 
是 否 成 立 ， 如 果 (2) 式 成 立 , 则 二 即 为 所 求 的 M- 分 数 。 如 果 


(2) 式 不 成 立 , 则 在 以 e+， A 为 端点 的 区 闻 上 继续 寻找 姑 - 分 


Wl 


数 如 果 满 足 不 等 式 


e 3 和 ee 


<- 天 


则 5 即 为 所 求 的 M- 分 数 ;否则 ， 之 上 就 是 所 求 的 M- 分 数 。 
a 设 8 = 0.56938, M 一 650, r= 0.5, 
则 M" > 25。 为 求 一 个 M- 分 数 世 ,使 得 lo- 为 最 小 ， 我 


们 首先 将 8 展 成 连 分 数 , 即 

0.56938 一 [0,1,1,3,9,1,2,11,21]1， 
并 计算 出 各 渐 近 分 数 为 

0 1 1 4 37 41 119 


1” 1” 2”7? 65’ 72” 209° 
在 这 里 ,由 于 最 后 两 个 汤 近 分 数 2 和 的 分 子 和 分 母 都 
超过 M， 所 以 都 已 略 去 了 。 计 是 天 一 6。 
因为 
名 119 _ 77x X17 
gs 209 11 X19 
显然 它 是 一 个 MM- 分 数 ， 所 以 m 一 6。 为 了 导 找 更 按 近 9 的 M -分 
9 
数 ,在 (a55 元 ) 中 求 出 和 内 插 rt 即 
119 _ 160 _4 
209 28j 72” 


容易 检验 55 和 广 都 不 是 M- 分 数 。 继 续 在 上 面 三 个 分 数 之 间 进 


行 和 内 插 , 即 


119 279 _ 160 201 4 
209 -490 281 353 72" 


279 201 201 
又 可 检验 ，223 和 391 不 是 M -分 数 ， 这 时 只 角 在 (33 和， 妈 ) 内 


242 


插入 875 由 于 


vw 34 . 


242 _ 11 x 22 
425 17 X25 


它 是 一 个 大 于 9 的 M- 分 数 ,因而 不 需 壹 察 它 右边 的 以 -分 数 ， 而 
(3 汶 ，? 扯 ) 中 又 不 可 能 插入 新 的 MM- 分 数 ， 因 为 


353” 425 
?和 2 ol > | 2 
425 209 


> 90, 


-ol, 


119 


所 以 ET 就 是 所 求 的 最 接近 于 9 一 0.56938 的 M -分数 ， 


$1.7 逼近 阶 与 逼近 常数 


为 深信 研究 实数 的 有 理 逼近 ， 我 们 引进 逼近 阶 和 逼近 常数 的 
概念 。 

定义 1 设 66R, p(x) 是 对 自然 数 .z 定义 的 正 函 数 。 如 果 
存在 常数 “ 一 “9,9)， 使 不 等 式 


0 < | 一 过 
9 


plq) 
有 无 穷 多 个 有 理 数 解 了 其 中 pe Z，9e N， 则 称 w(4)》 为 实数 
6 的 有 理 逼近 阶 (在 不 引起 混淆 时 ,简称 为 逼近 阶 )， 

注意 ,定义 中 要 求 有 理 数 解 让 9. 因此 , 当 6 一 全 < 及 时 ， 


了 一 经 《mné N) 不 是 不 等 式 的 有 理 数 解 . 


4 
定义 2 如果 pCq) 是 实数 9 的 有 理 逼 近 阶 ， 并 且 存 在 常数 
人 ci(8,p), 使 不 等 式 
We A 
0 一 je 人 
只 有 有 限 个 有 理 数 解 ,其 中 pe Z, 9e N， 则 称 mp(9) 是 实数 8 的 
最 佳 有 理 逼 近 阶 (有 时 简称 为 最 佳 下 近 阶 )， 


了 » 


由 定义 2 可知， 如 昌 8 的 最 佳 通 近 阶 是 pL(q)， 则 存在 常数 
6 一 ci(9,9)， 使 得 对 任何 pe Z，96 N， 且 二 闪 9， 有 不 等 式 


p G2 | 
| 4 | 六 pq) 
成 立 。 
定义 3 如 果 在 定义 1 及 定义 2 中 pg(z) 一 和 人 > 0， 则 分 
列 称 = 为 实数 6 的 逼近 阶 次 数 及 最 佳 通 近 阶 次 数 。 
例 1 由 51.1 的 (1) 式 可 知 ,任意 实数 具有 逼近 阶 为 9， 其 台 
近 阶 次 数 为 i, | 
例 2 由 $1.1 的 注 2 可 知 ,任意 有 理 数 具有 最 佳 晕 近 阶 为 9， 
其 最 佳 逼 近 阶 次 数 为 1. 
例 3 由 1.1 的 推论 1 可知, 任意 无 至 数 具 有 至 近 阶 为 9, 其 
台 近 阶 次 数 为 2。 
例 4 由 5$1.5 的 定理 2 可知 ,无理 数 具 有 最 佳 逼近 阶 次 数 为 
2 当 且 仅 当 该 无 还 数 的 连 分 数 的 不 完全 商 有 界 ( 显 然 ,最 佳 芝 近 阶 
次 数 为 2 的 无 理 数 不 可 很 好 逼近 )， 
关于 甬 近 阶 ,我 们 有 下 面 的 定理 
定理 1 设 plx) 是 定义 在 N 上 的 任意 已 知 递增 函数 , 则 存 
在 实数 56， 以 plq) 为 其 有 理 逼 近 阶 。 
证 明 ”由 上 面 的 例 1 和 人 钢 2 看 出 ,只 须 对 p(x) 之 **( 当 x 之 
zo 六 1) 的 情形 证 明 。 我 们 令 
0 一 2 ， 0e 一 20g9em— dtl, 7 之 25 


已 i bp 【一 17“+tZal 


那么 显然 有 aske N，m 之 1，{an} 为 单调 递增 无 界 序列 , 且 eol| 
at 2 1。 于 是 可 记 


by (~— tias! bs On 5 € 之 。 
a 


取 p, 一 D4s On) 则 得 不 等 式 


.3 9 


0 一 -上 一 


Ge+i Iat2 


故 得 定理 工 。 
注 1 容易 看 出 如 ，9。 互 素 。 并 且 由 例 2 着 出 、6 是 无 理 
数 。 
为 方 使 起 见 ,对 任意 实数 9， 记 
toll ~ minle 一 |, 
称 为 8 的 差 , 邑 6 到 距 它 最 近 的 整数 的 距离 ,今后 我 们 常用 jg61 来 
代替 js—£| 进行 研究 。 
定义 4 对 于 无 理 数 6， 令 
(6) ~ limgllgol, 
则 称 v(9) 为 6 的 逼近 向 数 。 
显然 ,由 此 可 知 ,无 理 数 8 的 到 近 常数 是 (8》 当 且 仅 当 不 等 


人 | 


gstt Pq) 


< | 一刀 


式 

qa < 区 
当 >” > 68) 时 有 无 穷 多 个 解 9 之 9; 当 v < 二 z9) 时 只 有 有 
限 多 个 解 9 盖 0. 久 此 , $ 1.1 中 的 推 屁 1 表明 0 亏 2(60) < 扫 1,$1.2 
的 定理 3 表明 
人 二 


ro)< -六 并且， )- 三 (0 


很 自然 ,我 们 会 问 ,是 否 存在 无 理 数 ,其 逼近 常数 小 于 方 ? Hur- 


witz 解决 了 这 个 问题 ， 回答 是 表 定 的 。 为 此 我 们 首先 引进 下 面 的 
概念 和 5 引 理 。 
定义 5 对 于 本 个 实数 x 和 8， 如 果 存 在 a,b,c、，4d& ZZ 
“一 氏 士 2。 wd 一 如 一 土 1 (2) 
ce+d : | 
则 称 a 与 # 根 似 (或 等 价 ), 记 作 a ~ 8， 


9? 37 ， 


引 理 1 车 两 个 实数 < 和 8 相似 , 即 (2) 式 成 立 ， 则 «可 表 成 


连 分 数 
am [ooal sar181],， 久之 2， {3) 
当 且 仅 当 整数 “ 和 < 满足 
c>d>0, (4) 
证 明 必要 性 。 由 (3) 式 可 得 
Pri + Pr 


oa 


™ gb + gz' 
由 于 9t- > qt 之 0， 显然 (4) 式 成 立 ， 

充分 性 。 对 4 用 数学 妇 纳 法。 当 4 一 1 时 ,有 a 一 be 土 1, 且 
c 之 1， 则 我 们 得 到 


os (bet eto botb 8 [b,c,8], 
5 了 十 1 B+l cp++l 


或 
sbe— Dpto bpB— opt+o—!l 5 一 8 十 ! 
cB 十 1 cp 十 1 cp+l1 
~ [1s—1,1,c— 1,81, 
所 以 (3) 式 成 立 ， 当 4 > ! 时 ， 我 们 假定 (2) 式 中 的 a 对 于 较 小 的 
a 都 可 表 成 (3) 的 形式 ， 由 于 《ec,4) 一 1, 所 以 必 存 在 自然 数 9 适 


合 0<e 一 dq< 生 d, 令 


db, bea—bg, 0 一 4 de— dg, 
则 有 ce 一 4 > 4d， 显然 由 (2) 式 可 知 


Gr 其 中 9 一 4 二 ~ [g,8], 
由 归纳 假设 可 得 
oc [e001n] [a0, 0 ~ ,441,96 1], 
于 是 (3) 式 成 立 。 引 型 1 证 完 ， 
引 理 2 ”两 个 无 理 数 a 和 相似 当 且 仅 当 
a [ga InsC0s 1s *** ]» (5) 
月 一 [Bob "bs 001 ), 


* 38 。， 


换 名 话说 ,a 和 8 的 连 分 数 展 开 式 中 ,从 某 一 项 起 以 后 由 应 的 不 完 
全 商都 相同 . 
证 明 必要 人 性。 假定 ec ~ 8， 则 (2) 式 成 立 。 不 妨 设 cp 十 
4 之 0。 我 们 把 8 展 成 连 分 数 
B= [bobis baybatis [20 
a ButiPs + Pa . 
Beriqs + 4s-1 
式 中 Bn 是 的 第 4 十 1 个 完全 商 ， 是 8 的 第 = 个 渐 近 分 


数 。 把 上 式 代入 (2) 式 得 到 
一 Pen t 9, 
Rrtt$ 
式 中 
P=—ap, + bq 上 一 pi 十 六 ol 
R— ep + dg S$— ep, + dge_te 
显然 P,0,R,5 都 为 整数 ,并 适合 PS 一 9R 一 鞋 1。 
根据 $ 1.3 中 定理 2 的 证 明 ((6) 式 ) 可 知 ， 
js。 Pqa + px- 一 wo 十 过 9 


月 佛 一 上 


上 1 站 <17<1。 


则 有 
co 


及 一 (cp 十 的 9 十 52， 8 一 (ep 十 d09 + 2 
Ga 


由 于 c8 + d4 > 0，9g, > #，4r 之 9- 十 1， 容易 验证 , 当 = 充 分 
大 时 及 之 5 > 0。 根据 引 理 1 可 得 
cc 一 [aoyely Ga Ban], 
于 是 (57 成 立 。 
充分 性 。 若 (5) 式 成 立 , 令 吕 一 [cue ]， 则 
pg [Gs 0a 0] = LP +t Pel, 
qm 十 gm- 
Puqm-! 一 qupm- 一 土 l, 
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因此 ,zc ~ w， 司 理 可 证 #8 ~ w， 所 以 a ~ 68。 故 引 理 得 证 . 
引 理 3 车 a,8€R, 且 =~p 则 ye) 一 x8) 
证 明 先 证 xp8) 所 Xec)， 如 果 不 然 ， 则 可 权 实 数 4 和 上 上 适 
合 v2( 有 之 4 之 4 之 vla)， 于 是 
gllg8l < 
只 有 有 限 多 个 解 4 之 0。 另 一 方面 ， 
42|qga — pl< 7 
有 无 穷 多 组 解 《Pp,4)，4 > 0。 因 为 a ~ 8， 所 以 (2) 式 成 立 。 我 
们 令 


| gag~— cep, ?bg 十 dt 《6) 
不 妨 设 ad 一 已 一 1， 于 是 
9 一 dg tep, pbg 二 ap。 (7) 
电 (6) 和 (7) 式 得 
gp oat p i 9/ 


一 (dd 十 cj)a 十 《289 + ap) 


CE 一 如 


— do to_y 


cera 


-dr—P 


ga— ea | 
并 注意 9 一 aqg 一 cb 一 4(Ca 一 ca) 十 clqa 一 了 P)， 于 是 得 
gilgp—?|<glo— caolldg — 2| 
+ Icellgc— pligp —p) 
一 9|9yea 一 乡 | 士 人 19a — ph 
le (YY 
和 Ce 
因此 ， 当 9? 充分 大 时 ， 可 使 #4iqPl < 有 无 穷 多 个 解 9 > 0， 
显然 ， 这 与 4 的 取 法 相 了 矛盾 。 所 以 "(8B) < 以 中)， 交换 a 和 的 
位 置 可 得 vCw) 志 v(8)， 因 此 ea) 一 208)。 引 埋 证 完 ， 


引 理 4 着 名 是 6 的 渐 近 分 数 , 旭 


. 


»(0) 一 ingoll9,6i。 
证 明 显 欠 lmg,llg,el > v0). 男 一 方面 , 根据 $1.5 定理 


1 的 证 有 明 可 知 ， 对 于 #z21， 当 gq, 二 9 呈 9o+1 时 有 
lg81 < 11961。 

所 以 对 于 4 之 1 有 gq,l9.91 过 qilg9l， 于 是 

lim golg,6l < smell = rv(0), 


故 引 理 得 证 。 


定理 2 《Hurwitz， 1 (i》 车 pe A ld 则 
"0) 一 于; 否则 "6) < -三 ， GD 者 86~wW32 +1， 则 
v(0) 一 = 

V8 


”证 明 定理 中 (i) 的 前 半 部 分 可 起 GD 式 和 引 理 3 直接 推 
出 。 为 证 明 (i) 的 后 半 部 分 , 令 
如 8 
由 $1.3 中 连 分 数 的 狂 质 5 及 定理 2 的 证 明 可 知 ， 和 与 
44+ 吗 一 pt 异 号 ,并 且 
Gs) qnt0 一 Potil + ER 一 加 | 
一 |4.(9 一 pr 一 GrriCyed 一 pe) 
区 一 [grips — gopsti| — 1 : (8) 
注意 ,8 1 5 定理 1 的 证 明 中 (1) 式 表明 
lg.61 一 19.6 — pol, 
由 此 ， (8) 式 可 政 写 为 
39。+8|| 十 gril9gs61 一 1 
或 
9。- 几 8。81 十 9 一 1 
分 别 以 和 去 乘 上 面 二 式 可 得 


.* 4 =。 


LA. 一 4 十 Lo we” 0， C9) 
pA 一 上 二 An— 0.. C10) 
注意 
了 Pe Tntl al 一 any 《117 
Gd» FS 
将 (9) 和 (10) 两 式 相 减 ,并 把 (11) 式 代入, 可 得 


1 Te (12) 


将 (11) 和 (12) 两 式 平方 相 加 得 
2 证 re i 2Z3L3 十 《as 十 A We A > C13) 
293 人 
再 将 (9) 和 (10) 两 式 相 加 ,并 把 (12) 代 人 ,类 似 地 可 得 
2 0 Aa A + A) 
P+ 一 二 2 + het, (14) 
出 (13) 和 (14) 两 式 得 到 
0 十 24(4。 十 4) 一 1 一 gm(4 i An 1. 
由 此 可 知 
(gas + 4)min( A, A An) 
aA + 2A(Ae +t Asn) Sl, (15) 
si 5 一 ! 
容易 计算 出 一- 一 [0,1]。 如 果 9 不 与 Ue 
似 , 则 有 无 穷 多 个 不 完全 商 a, > !。 如 果 不 然 ,存在 自然 数 mm 使 


5 一 1 
得 当 m= > m 时 有 o, 一 1， 根据 引 理 2 可知 “一 Vl 故 


得 矛盾 。 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 
1。 藻 有 无 穷 多 个 * 满足 a, > 2， 则 由 (15) 可 得 
min( 4 人 AD) < (16) 


肉 此 ,4 4。 4on 中 至 少 有 一 个 小 于 广 . 
2。 若 有 无 穷 多 个 z 满足 o 一 2， 则 (15) 式 中 两 个 等 号 不 能 


四 42 = 


同时 成 立 。 如 果 不 然 ， 则 由 第 一 个 等 式 推出 4, 一 4,-1 一 A。 
和 14* 十 244。- 十 de) 一 1， 因 而 有 4 一 


A 4 万 将 这 些 值 代 人 (9) 式 得 到 


1 一 人 2 土 1， 
这 与 4 是 有 理 数 相 巴 盾 。 所 以 a 一 2 时 ,(16) 式 仍然 正确 。 


_ 综 上 所 述 ， 有 无 穷 多 个 = 满足 4。 :< 方 : 根据 引 理 4 得 到 


< 天 于 是 (i) 证 完 。 


… 最 后 证 明 (说 。 设 8 一 1+W2， 则 妈 一 1 一 W2， 令 
人 一 宇 一 2z 一 1 一 (一 9)(z 一 6. 我 们 只 须 指出 , 当 v < 


广 时 ，4l49i 一 只 有 有 限 多 个 解 9 > 0。 事实 上 ， 如 果 不 
然 \ 有 无 穷 多 个 有 理 数 二 满足 
-下 < 和 
于 是 我 们 有 
< 的- 由 je 下 


<jo-so-ert hb-#) 


Ss v” 


.te 


由 于 一 yb 充分 大 时 ， 上 式 不 等 式 不 成 立 . 于 是 定 
理 得 证 . 
注 2 ”关于 逼近 常数 的 进一步 结果 ,可 参考 [89] 的 第 二 章 。 


9 


习 题 


4. 设 0,,9,,9 是 任意 实数 , # 是 整数 , 则 

ll, + 8 < oi + lol, ii = lls0l 安 jat el. 

2. 证 明 : 存在 整数 a,5,c、 不 全 为 堆 ， 并 且 它 们 的 绝对 值 均 
小 于 105, 适 合 不 等 式 

le + Ba tov3l < 0, 

3. 设 caweR，mXEN， 则 存在 xo,x,…*,xmE2ZZ 适 
合 不 等 式 、 

Ix 二 xa 十 -二 xzace| 寺 X 半 ,0 之 ,Dax xa 之 X。 


+ 不 利用 连 分 数 来 证 明 : 如果 9 Q， 那 么 存在 无 了 和 做 
序列 吉 忆 名 三 句 之.… 适 合 
knit 1 (n> 1), 
“证明; 对 任何 整数 p,qg，4 关 0， 有 


Pp 1 
[Wr | 
6. 设 a 是 一 个 实 二 次 无 理 数 ， 卫 是 它 所 满足 的 整 系 数 不 可 约 


多 项 式 的 判别 式 ， 如 果 常 数 < 过 方 ， 则 不 等 式 


p 


< 
4 


地 
只 有 有 限 多 个 解 党 (ps9EZ。 (py9) 一 1)。 
7. 对 于 每 个 无 理 数 s， 存 在 无 穷 多 个 整数 9 > !， 使 得 不 存 
在 《sy7)E Va 适合 
y 1 


= 一 二 | < 二， 1 二 xy 挟 旺 
区 2x 2 


加 


第 二 章 ”实数 的 联 立 有 理 盈 近 


”本 章 主要 内 容 是 联 立 通 近 情形 的 Dirichlet 定理 及 其 改选 .在 
$2.1 中 应 用 抽 虹 原理 给 出 Dirichlet 定理 的 多 变量 推广 。 为 了 改 
进逼 近 常 数 ,我 们 在 $ 2.2 中 介绍 了 数 的 几何 第 一 基本 定理 ， 这 不 
仅 对 本 章 $ 2.3 的 讨论 是 必要 的 ,而 且 对 于 本 书 以 后 各 章 也 是 一 个 
基本 工具 。 在 $2.4 中 应 用 代数 数论 的 知识 给 出 联 立马 近 的 一 个 
到 结果 . 


§2.1 联 立 马 近 的 Dirichiet 定理 


”现在 考虑 用 同 分 母 的 一 组 分 数 (名,…, 如 ) 来 多 近 一 组 实数 


(94,，… ,9。)， 使 上 98 小 …，199. 同时 很 小 。 首 先 来 推广 第 一 
章 的 Dirichlet 定理 ,这 就 是 下 面 的 定理 1 和 2。 

定理 1 设 9,:…,9。 是 4 个 实数 ,8 之 1 工 是 一 个 整数 , 见 存 
在 整数 9 满足 不 等 式 组 


lss < Oi<n), 0<2< 一 Cr (1) 
推论 1 ”如果 9,'……,9。 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 , 则 有 无 穷 多 
Pi ... 2 四 、 < - 
组 《外 ，…; 甸 ) e Q" 满足 不 等 式 组 
| 一 二 | < 二 (<ign). (2) 
9 q+ g ， 


注 1 可 以 限制 9, p:,…,p。 的 最 大 公约 数 4 为 1。 如 时 不 
然 ， 则 用 3 站 5 和 分 别 代 兰 9yp …-, 记 ， 此 时 《2) 式 
仿 然 成 立 。 


奋 得 写 本 


证 本 由 《1) 式 可 知 , 存 在 《9， pb ** ,ps) € Ze+1 适合 条 件 
199; 一 胜 | ~ gle oi<n), 0 一 9 一 2 
于 是 得 到 
| 一 tit (USigs), 
2 
即 (2) 式 成 立 ， 假 定 ( 例 如 ) 9.g Q, 当 8 一 时 ，(1) 式 只 有 有 
限 多 组 解 (8 ,6 ). 根据 拓 原 理 , 必 存在 名 e Q， 使 得 


-|9o8 一 pul 所 7， 其 中 0 一 oo。 
于 是 推出 4391 一 pwl 一 0， 从 而 9 是 有 理 数 , 故 得 项 盾 。 因 此 
得 到 (2?) 的 解数 的 无 穷 性 。 推 论证 完 ， 
定理 2 设 9 …… ,98。 是 个 实数 ，@> 1 是 一 个 整数 , 则 
存在 整数 4,,*… ,9。 满足 不 等 式 组 
lg 十 -99 < OO 


0 < maxCig| 19) < 07 > 
推论 2 ”如果 1,9,,…,93。 在 Q@ 上 线 姓 无 关 *," 则 存在 无 穷 
多 组 解 (q1，'** ,9asP) EZ"*， 满足 不 等 式 组 


[gi9; + -+ g:9, 一 | < (4) 


其 中 
| 9 ~ max(|gq|,.**, |g.!), 

“证明 显然 (3) 式 区 涵 (4) 式 ， 现 在 来 证 明 解 的 无 穷 性 。 假 定 
当 Q 一 co 时 ,(4) 式 只 有 有 跟 多 组 解 (gy,*……，94asP) 《2”t'， 上 根据 
抽 层 原理 , 则 必 有 一 组 解 《qw, gay 加) 关 6e Zr+! 满足 无 穷 多 
个 不 等 式 

19w91 十 十 qm9s 一 Pl 导 9" 1， 其 中 0 一 %， 
因此 推出 qw34 十 十 9w3s 一 Po 一 0。 因为 1,9,,:…,3。 在 Q 
上 线 术 无关, 所 以 推出 ge 一 … 一 9 一 和 一 0， 得 出 矛 慎 。 故 


关于 实数 在 QQ 上 线性 无 关 的 概念 与 竹 需 * 见 本 节 未 的 附录 、 


夯 者 斤 昌 


推论 得 证 . 
定理 3 (Dirichlet 联 立 逼近 定理 ，1842)23 设 有 和 个 二 变 元 
的 实 系数 线性 型 
LA(2) = DD) 933i f= 1., 127: (5) 


j=! 


其 中 计 一 (myx,)，9i(1 过 1 芝 ,1 之 j 所 #)ER， 则 对 每 


个 整数 9 > 1!， 存 在 非 零 整 点 # ( 即 关 0 六 EZ*) 满足 
lL SO (<i<m), (6) 


[zs <07 (Uj); (7) 
证 明 考虑 BR* 中 的 点 


We {Sux hei 十 ,xe}， 人 


{9w1z1 二 3。wszu})， | 《8) 
其 中 《zi 7) € 2", 并 且 


1I0?]， 当 0* KZ， 


07 一 1， 当 037eZ， 
办 此 (8) 式 中 表示 的 点 的 个 数 为 

(fo 和 + +1> (01 一 0 二 1， 
或 等 于 09” + 1， 它 们 都 属于 六 维 单位 正方 体 VU。 一 [0,1]*。 将 
DU。 各 边 8 等 分 , 则 得 8* 个 边 长 为 97! 的 严 维 正 方 体 。 根 据 抽 
层 藉 理 ,(8) 式 中 至 少 有 两 点 落 在 同一 个 小 正方 体 中 ， 那 么 存在 适 
当 的 整 向 量 〈Xmn，- 79)e Zr",(i 一 1,2) 各 | 

《xD 。 xz) 【和 3 x0) E Zn 


ren | 1 


使 得 点 
(9uxd? 二 二 Sx CO WD 
+ ust 一 ?2 CG 1,2) 
在 同一 小 正方 体 中 ， 令 
yy (icmn), 
zi (lSisn), 


-47 四 


显然 (xu - … ,xm) 过 0， 适 合 不 等 式 (6) 和 (7)。 于 是 定理 证 完 。 

注 2 在 下 节 我 们 将 会 看 到 ， 定理 中 对 于 8 是 整数 的 限制 可 
以 去 掉 。 

注 3 显然 定理 1 和 定理 2 分 别 是 定理 3 当 # 一 1 和 w= } 
时 的 特殊 情形 . 

关于 Dirichlet 联 立 逼 近 的 进一步 结果 ， 请 参阅 文献 [27]， 
158],179]. 


$2.2 Minkowski 第 一 凸 体 定理 与 线性 型 定理 


本 节 介 绍 有 关 数 的 几何 的 一 些 基 本 结果 。 数 的 几何 是 数论 的 
一 个 重要 分 支 , 它 不 仅 在 丢 番 图 仁 近 论 中 有 广泛 的 用 途 ,而 且 在 代 
数 数论 中 也 是 一 种 强 有 力 的 工具 ， 

我 们 把 R* 中 任意 一 个 向 量 一 (xz,,……- ,x,) 称 为 一 个 点 ， 
如 果 诸 分 量 属于 ZCi 一 1,…,#)， 则 称 z* 为 整 点 如果 殉 
是 R* 中 任 一 点 集 , 3 一 《um,，…, 4,)e R*， 则 用 强 十 到 表示 
下 列 形 式 的 点 集 

Wr 
mm《rly rw)E 有 
又 设 < 及 ， 则 

2. 静 一 { 粒 一 (ri re Fo Cr € RH}. 

定义 1 设 集 统 CR*、 车 统 一 一统 (也 就 是 说 ,由 #¥e 窑 
可 推出 一 ze 弦 )， 则 称 是 关于 原点 对 称 的 (简称 对 称 )、 如 
果 对 任意 ,7 呢 ， 及 任意 适合 4 十 4 二 1 的 非 负 实数 4 和 wu， 
总 有 三 十 号 € 缠 《也 就 是 说 ,连接 灾 中 任意 两 点 的 线段 都 在 
统 中 )， 则 称 静 是 凸 的 ， 如 果 存 在 正常 数 R 使 得 对 任意 一 
(xu -xs) 有 

| 六， 一 1 
则 称 鹃 是 有 界 的 ， 如 果 家 中 任意 一 个 无 穷 点 列 {z}z=: 的 
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极限 点 如 一 imze 《 按 通 党 的 殖 氏 距离 收敛 ) 也 在 纪 中 ， 则 称 


统 是 于 的 。 

例 1 由 不 等 式 组 

| apm + 十 gints| 所 oi (或 之 oc) i 一 l,m (1) 

其 中 gp cl 二 i 所 mw,1 所 1 志 wn) 都 是 实数 
定义 的 集 是 对 称 凸 集 , 记 作 弦 。 对称 性 是 显然 的 , 我 们 只 须 验 证 
同性 。 设 ,7 了 € 天 ， 又 设 
其 中 4 守 0,5 守 0,14 十 n=l 
则 
ang 十 …、 十 aiszs| 
| 
(+ pmaxClann 二 :+ Gisxs|s [on t+ 
十 cisye| )。 

由 于 ,都 满足 不 等 式 (1), 所 以 3 也 满足 (1) 式 , 即 ze 统 。 所 
以 统 是 四 的 . 

特别 地 , 如 果 (1) 式 中 全 是 “ 近 ” 号 , 则 统 是 闭 的 。 如 果 (1) 式 
中 取 mw 一 #*， 且 4 一 |det(4ii)| 之 0， 则 宠 有 界 , 且 有 体积 

VCOR) ~ dre 6 , 
事实 上 , 亲 性 是 显然 的 。 为 证 有 界 性 , 设 
~ 之 iin nl TE 
又 设 系 数 夫 阵 《ai;) 的 逆 和 矩阵 是 《ais)。 如 果 主 一 (xy***,xa) 
因 , 则 | 志 cdl <<1 所 4a) 因此 
Ei | 位 ma < >， laslei < max les| 之 / c= Rk, 
1=1 i=! ' 1=1 
这 里 民 是 与 关 无 关 的 正常 数 , 所 以 组 有 界 ,并 且 容 易 算出 呢 的 
体积 
pe Tt 


1 


.49"» 


Se Oty sre) ,> .. 
él Eel nl ep BC5 Se) Se 
i 
一 般 地 ,对 称 凸 集 具 有 下 烈性 质 ,这 就 是 
引 理 1 如 果 角 是 对 称 凸 集 , 则 有 
(i) 对 任意 1<R，14 鹃 也 是 对 称 凸 集 。 
《ii)》 当 14|1 委 1 了 时 ，1 殉 所 静 。 
(Giii》 对 于 任意 3, 了 & 家 和 和 适合 1 十 |x| 安 1 的 任意 1 
和 下 有 全 十 pk . 鹃 。 
证 明 (是 显然 和 的。 为 证 明 (ii)，、 我 们 注意 


= 上 证 上 上 r1 一 1 一 
EE 六 (1 十 4 六 十 本 《1 1)(—2), 


而 3 一 #2€ FR， pe + 1) 和 CY 是 其 和 为 的 非 负 


实数 ， 由 统 的 四 性 可 推出 达 e 过。 最 后 来 证 明 Gii)。 根据 
《ii) 可 知 

士 (|2| 十 |x1 站 ， 土 (1X| 十 1126 家。 
由 此 及 灾 的 凸 性 可 推出 


寻 十 册 一 一 此 | 一 (sgnzCl2f 十 |at 冯 ) 
[十 | 


el (sgnu(i2l 十 1al)7)6 TH. 
TIE 

这 里 sgax 表示 实数 z 的 符号 ， 故 引 理 1 得 证 ; 

引 理 2 (Blichfeldt，1914)aa 假定 统 是 Re 中 体积 VV 之 
1 《可 以 是 无 穷 ) 的 点 集 , 则 组 中 存在 两 个 不 同 的 点 着 和 #” 使 
得 它 一 到 EDZo。 

证 明 设 之 一 (x,……,#。) 是 一 整 点 ,用 殉 + 表示 点 集 殉 
谐 在 超 立 方 体 

Is 十 1， 了 一 1 3 


中 的 部 分 。 令 3 一 顺和 一 四 于 是 3 便 落 在 超 立方 体 0< 
9 3 。 


zi < 1 一 1 32) 之 中 。 显然 超 立方 体 的 体 职 是 1。 设 念 表 
示 3 的 体积 , 则 当 # 遍 取 家 中 金 部 整 点 时 有 


了 VE 一 > 有 


所 以 在 所 有 的 2 中 至 少 有 了 两 个 集 SY3 和 S593 祖先 ， 因 而 
在 流 亨 和 统 ?*， 中 分 别 存在 点 尖 和 说， 使 得 害 一 让 一 站 一 
。 因 此 , 守 一 六 一 六 一 亨 €&2"， 故 引 理 2 证 完 ，。 
定理 1 (Minkowski 第 一 贞 体 定理 、1896)WY 如 果 统 己 R" 
是 对 称 凸 集 ,并 且 
(i) 体积 了 之 2* 《可 能 是 无 穷 ), 或 者 
(ii) 体积 了 守 2*, 而 统 是 闭 , 有 界 的 ， 
则 呢 中 必 包 含 非 零 整 点 ， | 


证 明 显然， 广 溉 的 体积 是 2 "『， 在 条 件 〈i) 下 其 值 大 
于 1 根据 引 理 2, 存在 不 同 的 次 点 六 和 这 “e 使 得 一 


zi 一 ie Z" 是 非 者 整 点 。 再 根据 引 理 1 的 (iii) 可 知 la 


一 De 二 家. 于 是 ze 统 即 为 所 求 。 

如 果 (ii) 的 条 件 成 立 , 即 纪 是 对 称 有 春 闭 四 和 集 ， 则 对 任意 
实数 0<s < 1, 凸 集 《1 十 e) 鹏 具有 体积 〈1 十 s)"7 > 2"， 满 
是 条 件 《i)， 因 此 存在 非 零 整 点 

XE(l 二 6) 和 从 C2 过 
因为 2 经 是 有 界 的 ， 所 以 对 任意 小 的 s， 在 《1 十 6) 弦 中 只 有 
有 限 多 个 非 零 整 点 z。 根据 抽 屠 原理 ， 有 无 穷 多 个 六 《相应 的 
s 可 以 任意 小 ) 是 相同 的 , 记 作 *"”。 于 是 对 任意 小 的 6 之 4,， 有 
(1 十 6) ze 只 
由 于 统 是 团 的 , 所 以 当 s 一 0 时 ， 其 极限 点 ze 统 ， 歼 定理 
得 证 ， 
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注 1 在 定理 欧 条 件 〔〈i) 中 ,如果 减弱 为 了 一 2"， 则 定 埋 的 
结论 不 成 立 。 例 如 ,我 们 荃 虑 由 1 < 1 (i 一 1,-…,z)》 定 义 的 
对 称 凸 售 , 其 体积 怡 是 2"”。 显 然 它 不 包含 非 零 尾 点 ， 


注 2 在 定理 1 的 条 件 下 ,如 果 纪 有 界 ,中 六 幸 之 外 必 有 


整 点 。 事 实 上 , 设 是 原点 到 弦 的 边界 的 最 大 臣 离 , 取 一 官 然 数 
适合 

2 p22, 
则 27* 弓 的 边界 点 与 原点 的 距离 小 于 1, 所 以 2 5 中 无 非 零 整 
点 ,也 就 是 说 ， 定 理 1 中 所 得 的 非 零 整 点 必 在 2 腕 之 外 。 因 此 
有 一 自然 数 m 天 六 ， 使 得 在 2 家 中 或 其 边界 上 , 且 在 2 鹃 


之 外 有 一 整 点 芋 一 Cx,…,xs)。 从 而 整 点 2" 便 在 久之 


处 ， 

定理 2 (Minkowski 线性 型 定理 ，1896)5 假定 aj (1 所 
1 #11 #4) 是 实数 , 设 ct ……，c。 是正 实数 ,如 果 

ceo > |der(ai)!, 
则 存在 非 零 整 点 一 《x',,-…,x。) 满足 
取 oa < ec |> Ti 

证 明 ”如 果 detCa;) 一 0, 那么 由 (2) 式 确定 一 个 无 限 平行 六 
面体 ,其 体积 了 一 0。 根 据 定理 1 可 知 ,《2) 式 必 有 非 零 整 解 。 如 
果 1dei (ui)1 一 4 天 0， 则 由 C2)》 式 确定 的 平行 六 面体 的 体积 
VV 一 42r0r-…c。( 参 见 本 节 例 1),。 若 ccs 之 4d， 则 了 一 了 
根据 定理 1，(2) 式 有 非 零 整 解 。 若 cw -…c。 一 4， 则 对 年 意 适合 
0<s 之 1 的 实数 s， 存 在 非 零 整 点 关 ? 一 《xi?,…… x) 满足 


mn mm 
| Sy ous)""| < ct 十 Ey (Bear" 
于 在 f=1 


并 且 *¥* 的 诸 分 量 有 界 ( 见 本 节 例 1)。 六 以 对 任意 小 的 8 之 了， 只 
有 有 限 多 个 非 零 整 点 3 满足 (3) 式 ， 根 据 抽 展 原 坦 ， 有 无 穷 多 个 


LJ 


<c QSi<n). (2) 


<e QEi<n), (3) 


ze 是 相 则 的 , 记 作 zz. 因此 在 (3) 式 中 全 s -> 0， 我 们 得 到 
b> oy 


十 是 定理 证 完 ， 

注 3 管 得 注意 的 是 , 由 (2) 式 确定 的 凸 梨 天 是 财 的 ， 不 满足 
定理 1 的 条 件 《iiy， 所 以 用 定理 并 不 能 证 明 非 零 整 点 的 存在 
性 。 

作为 Minkowski 线性 型 定理 的 一 个 应 用 ，, 我 们 给 出 $ 2.1 定 
理 3 的 另 一 个 证 明 ( 并 去 掉 98 是 整数 的 限制 ): 


So bb 4 | < Qeien. 


我 们 沙 丰 线 竹 不 等 式 组 
ILiAR) —y | 0 (Qi 和 eam), (4) 
lal 0, (<1 < 2), (5) 
其 中 pa , 


LO ~ Dim (1 所 ‘im), ape 及 ， oeR， 0>1. 


把 (4) 和 (5) 一 起 看 作 吉 十 # 个 变量 的 线性 型 ， 显 然 系数 行列 式 的 
绝 罗 人 包 等 于 1, 不 等 式 组 有 过 的 常数 之 积 也 等 于 1。 因 此 根据 定理 
2, 在 Z"+” 中 存在 


[A yao) 0, (6) 
满足 C4) 和 (5)， 进 一 步 可 以 看 出 (s，…… ,x,) 关 0 € Z"， 如 果 不 
然 ,把 (#486) 一 0 代 人 (4) 式 , 则 得 到 |y| < (ES < 


mn)， 因为 0>1, 所 以 《yo Ys) 一 0 ezr， 这 与 (6) 式 矛 
盾 。 .于 是 一 《xt,……* ,x+。) 即 为 所 求 的 非 零 整 点 。 故 定理 证 完 ， 


$2.3 联 立 到 近 常 数 的 改进 


由 $2.1 定理 3 可 知 不 等 式 


® S54» 


Cmaxh La "Cmaxixil)" < 1 (1) 


习 正信 解 未 如， 现在 来 改进 1) 式 右边 的 常数 。 
定理 1 设 


Li(2) = > aiix;, i 1,.**,m, 


j=1 
Fry JER (liEm,!l ln) 
又 设 常 数 
天 多 《二 多 


2 (mw) minl 


则 不 等 式 
Cmaxll La "Cmaxt sl) Pe (2) 

有 非 零 整 解 过 ”此 外 ， 如果 对 任何 非 零 矢量 feZz" 都 使 得 
(工人 (2 ,Ls( 计 )) # X”"， 则 不 等 式 (2) 有 无 穷 多 非 零 整 解 这 。 

推论 1 如 里 对 某 个 11 < < 妇 m)， 使 1;ai on 在 Q 
上 线性 无 关 , 则 (2) 式 有 无 穷 多 非 专 整 解 。 

证 明 北 时 ， 对 任何 非 零 矢量 二 zw， 都 有 LX)#Z， i 二 
1,……，,zm。 根 据 定 理 1,(2? 式 有 无 穷 多 非 零 整 解 ， 

推论 2 不 等 式 


gmax CllaBll,***, a9 ) 一 二 (3) 


m1 


有 无 穷 岁 个 驴 数 解 9 之 0。 
证 明 ”如果 9 -…,9。 中 有 一 个 是 无 理 数 , 则 在 定理 1 中 取 
a 一 1, 即 得 结论 。 如 果 庄 8 全 是 有 理 数 , 则 存在 de N, 使 49; & 
ZO 过 1 之 m). 于 是 9g 一 14(: 一 1,2,…) 即 是 (3) 的 无 穷 多 个 
解 。 
推论 3 不 等 式 
ee i Ny (= ) (4) 


有 无 穷 多 非 霉 整 解 * 一 (x, ,Xs)。 
。34 。 


证 明 如 果 1 ,9 -93。 在 但 上 线性 无 关 , 则 在 推论 1 中 到 
吉 二 1， 即 得 结论 。 不 然 的 话 , 则 存在 数组 (zw ze) cc 
Wostis"""yNs 不 全 为 零 , 使 得 罗 十 za8 十 十 m5。 一 0. 设 d 
是 品 ,，…… ,su。 的 最 小 公分 母 ， 记 一 dn (0 所 i7 雪 x)， 则 
Xi 十 …- 十 x69。 EZ。 到 然 (x4, xs) 天 6， 且 满足 不 等 式 
《4)。 于 是 推论 得 证 ， 
为 证 明定 理 1, 我 们 先 证 是 
引 理 1 设 *> 1， 8 之 0 为 实数 , 则 在 R"'” 中， 由 满足 不 
等 式 
tr "maxlx| + rmax|L(#)—y| 和 3 (5) 
TIT 志 全 15i 克 人 m ， 
的 点 《站 7) 一 《xz zy 和) yo) 所 组 成 的 点 集 强 (8) 是 
一 个 关于 原点 对 称 的 闭 凸 集 ， 且 其 体积 为 
(8) 一 一 mL (28)"+". 
Cm + #)! 
证 明 显然 多 (8) 是 对 称 闭 集 。 现在 证 明 统 (8) 是 凸 集 . 
设 (0,0)(t 一 1,2) 是 鹃 (8) 中 任意 天 点 , 则 它们 的 分 量 簿 
足 不 等 式 《5)，、 对 于 适合 0 和 1 所 1,， 0 把 gy 人 1， 4 十 pj 一 1 的 
任意 实数 2 和 只， 记 
(F,7) 一 人 十 et 2) 
— (RD + pa, FD + p92) 
m= (xis tas Vs )s 
我 们 有 
max|zxi| 一 maxjilx 和 十 zz 人 | “ 
lie ti 
< max(2|xP| + p12?|) 
ijn 


< nax|x 和 | + pmax [zl, 
lcin | 1<j<n 
max | LE) 一 天 | = max| LAA2D 十 p23) 
ed jis:m 
— Cy + 7 和 7 
we max {CELA2D) 一 17 3》 
Iai 


» $5 * 


+ CLiC p20®) 一 my2) | 
< tmax | Li(2?) 一 多 | 
iiem 
十 pmax | Li(2™) = yo 
轨 此 得 到 
4 ma 和 | 好 | 十 rmax| Li(£) 一 y,| 
Ea 1 mmax lx | 十 max [LAR0) 一 3917 
t+ pl mmax ls! + rmax} LA#™) 一 ?|) 
18+ np (1+ pp — ps 
于 是 信 ,)& 坎 (8)。 这 表明 声 (8) 是 凸 售 。 
最 后 ,我 们 来 计算 统 (8) 的 体积 ， 作 变量 替换 
全 fl, -929 
Vi 的 (了 人) 一 yi), i 1, 
则 (5) 式 化 为 
maxija| + max|s) & 8, {6) 
1Cicn Ti 
容易 计算 ， 该 变换 的 Jacobi 行列 式 等 于 1。 我 们 用 . 鹃 ,表示 不 
等 式 (6) 及 产 001 所 7 声 #), vi 之 0(1 二 i 所 罗 ) 所 确定 的 点 
党 ,其 体积 为 Ye， 显然 有 
VCR) i 20ta 
再 用 天 表示 过 ,中 满足 er Wi ™ Hk 的 那 部 分 ,于 是 


了 。 一 > "dusdv* :dyn, 
注意 ,由 (6) 式 看 出 统 。。 是 由 下 列 不 等 式 定 义 : 
0 和 p00 (21), 
0 和 yj 一 (1 1)y 
所 以 
Ve— "| - "Ja -dsdpg -dym 


区 在 


yg 
一 a op 一 nd 
外 


= Tt Cn lm La 


(Cm t+ zl 
— lnl 网 十 
{m 十 | 
故 得 
一 mn] 梧 才 二 
V(8) i (28)"+®, 
引 理 证 完 。 
定理 1 的 证 明 考察 R*+” 中 由 下 列 不 等 式 定 义 的 集 
max| | 十 "max| Li(z) 一 世 之 C， 《7 1) 
其 中 


c-( m1 jr 
《天 十 mn 是 
由 引 理 1 可知 它 是 对 称 闭 凸 集 , 其 体积 了 一 “+*. 根据 Minkow. 
ski 第 一 山体 定理 《5 2.2 定理 1)， 存在 非 零 矢 量 〈z 7)E Zn+e 
适合 不 等 式 (7)， 并 且 了 到 (因为 由 (7) 式 可 知 计 一 0 区 活着 
了 一 0)， 

对 于 任 一 国定 的 (#,3) eZ"+*。 使 (5) 中 等 号 成 立 的 : 什 ( 正 
值 ) 只 有 有 限 多 个 ,而 Z*+” 中 的 点 数 是 可 数 无 穷 的 ， 因 此 有 无 穷 
多 个 实数 ,使 得 相应 的 非 零 整 点 (#, 引 )€ Z*+” 满足 不 等 式 
. "pax ll 十 "max| Li(#) 一 让 <C。 (8) 
下 面 我 们 只 考虑 这 种 ; 伞 。 将 (8) 式 左边 表示 为 

1 


到 让 5 
| 
li nicn 


> 
+ maxl LR)— Hl te + max | 
m l&ieu 


中 项 
» | LE — yil, 
Ss FT» 


由 算术 平均 -几何 平均 不 等 式 可 得 

nm "Cmax | 为 | ) (raaX | LC2)— 1)" < Ce i 

(9) 
于 是 我 们 推出 
(max| wi Cmax LEA)™ < 7 wss 

这 就 证 明了 定理 1 的 前 半 部 分 ， 如 果 对 于 非 零 和 拓 景 坟 EZ*， 总 有 
(LR), -LalE)) ¢ 2”, 那么 在 8) 式 中 让 t— 0， 出 于 2 一 
co， 所 以 必 有 无 穷 多 个 不 阿 的 非 零 矢 量 ,了 ) 满足 (8) 式 ， 因 而 
也 满足 (9) 式 ， 并 且 正 如 证 明 一 开始 时 所 指出 的 ,天 0. 于 是 定 
理 证 完 。 四 

注 1 当 m 一 一 1 时 , 常数 ye 一代. 但 由 51.2 定理 3， 


这 个 常数 可 改进 为 方 ， 而 且 是 最 好 的 。 对 于 一 般 情形 ,相应 的 


最 佳 常数 还 不 知道 。 


$24 反 结 时 


定理 1 对 于 任意 自然 数 靖 和 nz。 存在 常数 7 > 0 和 实 系数 
线性 型 Li(3#) 一 六 oj (1 外 让 < 芭 m)， 使 得 对 于 所 有 非 夫 矢量 
dk 


= 《x "Xa)EL* 有 
(Cmax | 好 | )"Cmax| LN)” 之。 


注 1 由 $2.3 推论 2 和 3 可 知 , 当 * 一 1 时 7<( 一 全 一 )， 
理 
当时 ,< (全 
为 证 明定 理 1, 首先 给 出 
引 理 1 设 1 > 上 是 此 歼 ， 则 存在 一 组 ! 次 实 共 力 代数 将 数 


* 与 8 。 


pl 如 pb pi 是 同一 个 : 次 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 
整 系数 多 项 式 的 根 。 

证 明 ”例如 ,考虑 多 项 式 

fx) 一 (zz 一 2Jx 一 2--(zr 一 2 + (—1y "2. 
由 Eisenstein 不 可 约 准则 (例如 参见 [10],$ 1.13 定理 3) 可 知 f(x) 
在 @ 上 不 可 约 。 不妨 设 ! > 2 《不然 可 直接 验证 ), 考 点 f(x) 的 
第 一 个 加 项 


gtx) 一 IT Cx 一 2) 

不 难 验 证 |gC2? 土 1)| > 全 2,v 一 1 21 所 以 其 2 士 1) 的 符 
号 由 g《2* 土 1) 的 符号 所 决定 《相同 )、 但 是 由 于 2, 2,…, 2 是 
g(x) 的 很 ， 所 以 g《2? + 1) 与 a(2* 一 1) 异 号 人 一 1:2 
1 因此 f(x) 有 i 个 异 根 分 别 沙 在 区 间 (2? 一 1,2? 十 1) (r= 
1,2，,.…,4) 中 , 故 得 引 理 . 

定理 1 的 证 明 首先 , 令 7 一 m 十 4. 根据 引 理 1, 可 取 gqi,…， 
qi€ R 是 一 组 1 次 共 元 代数 整数 ， 作 i 个 线性 型 


QF, 7) se DJpt ys 十 > grilxj, 中 1 六 {1) 
tiaml j=i 


其 中 (3,?) 一 (EE yy) 
当 ,7 了) 关上 EZrtw 时 ，Q4(X,3)(1 < 才 闵 志 站 是 i 个 共 思 
代数 整数 ， 其 范 数 是 一 个 非 零 有 理 整 数 ,所 以 


[TT iQx(#,71 2 1。 (2) 
其 次 , 解 关于 《st a ,Em) 的 方程 组 
Sp —— Opp 1 
jl Iml 


因 方 程 组 的 系数 行列 式 是 pi,"…,ps 的 Vandermonde 行列 式 ， 
帘 Pl "7 互 不 相同 ,所 以 行列 式 不 等 于 零 , 故 可 以 解 出 
i= Li(*), Ci 


中 S59. 


这 里 LX3) (1 所 1 所 wm) 是 六 一 《zx) 的 线性 型 。 因 此 
可 将 (1) 式 改写 为 


OR Ty Ry 


> py Cy EE L:(#)), Kl1,."*, my C3) 


:= 


QF,7) 一 Sy — LA(2))+ 之 + 


+ 立 pi L(t) 


1 


= Sgt — LY 


十 了 oz， 下 呈 坟 填 1, 培 二 2， 《4) 
f=l 


其 中 On 是 只 与 Yi "> Pt 有 关 的 常数 ， 
最 后 ,对 于 任何 非 零 向 量 这 E 2 ， 令 
X= max|xl, C= max'L(¥), 
If» lim 
则 有 C 之 1 所 XX， 且 存在 整数 ym。…，?。 满足 
NILA = LCR) 一 | i 1 
出 (3) 和 (4) 式 可 推出 


人 
Q(z YC +t rRETR, kmt+ 1 ,m+n, 


其 中 常数 Yi7yaa ys Ti 只 与 Pi "sp! 有 关 。 由 C2) 和 (5D 式 可 
知 


于 
1< To 人 1 SrriCnxe。 
= 


取 > 一 Yr”"Y7” 即 得 结论 ,于 是 定理 证 完 。 


» 看 人 9 


me 


附录 ， 实 数 在 有 理 数 域 Q 上 线性 无 关 性 


已 知 eg 个 实数 人 1,"*",9。 和 如果 由 关系 式 


> 9: 一 0， EQ, Dre Tei 


lml 


能 推 贴 一 0 (1 志 i 4)， 则 称 实数 91,… ,3。 在 Q 上 线性 
无 关 ， 或 称 为 Q 线性 无 关 。 否则 称 9，……;9。 在 Q 上 线性 相 
关 , 或 称 为 Q 线性 相关 。 

如 果实 数 可 以 表 成 


1 一 Dyn91， 其 中 jEQ, m1, 


则 称 4 可 由 59,"… ,3。Q 线性 表示 。 

作 后 我 们 笠 要 下 列 重要 性 质 

性质 1 设 和 41,… ,2。& 尺 ， 不 全 为 零 ， 则 存在 一 组 Q 线性 
无 关 的 实数 9.,.… ,8。(# 所 w)， 使 每 个 2 都 可 由 8 ，……，9。 
Q 线性 表示 ， 

证 明 如 果 2… ,1。Q 线性 无 关 , 则 可 取 9 一 (li 志 i 拖 
= 1m), 

如 果 2，……,2w Q 线性 相关 , 则 有 关系 式 

Ti 二 二 7 一 0， 
其 中 站 EQ (1 <i<m)， 目 不 全 为 寺 适当 改变 下 标 编号 ， 可 
以 认为 tw 关 0。 于 是 1。 可 由 4 QQ 线性 表示 ,此 时 若 
4 4st Q 线性 无 关 , 则 可 到 凡 一 ni < < 魏 凡 一 1)。 如 果 
不 然 , 又 有 关系 式 
1 十 … 十 30 一 0， 
其 中 站 EQGLE 委 ;< 委 m 一 1)， 且 不 全 为 零 。 适 当 改 变 下 标 编号 ， 
可 以 认为 所 -天 0. 从 而 ze 可 由 44-: Q 线 性 表示 . 因 
为 2 可 由 1 A 0 线性 表示 ,所 以 1 也 可 由 和,*-*。 
有 9 


2 : Q 线性 表示 ,此 时 车 hls" Nm Q 线性 无 关 , 则 可 取 8i 一 
(1 和 im 一 2),# 一 mm 一 2。 不然 的 话 , 又 可 继续 上 述 过 程 ， 
重复 有 限 次 以 后 , 必 存 在 下 标 I， 使 得 4 ,41Q 线性 无 关 , 而 
hms hm 均 可 由 4 2Q 线性 表示 。 于 是 令 8 一 21(I 
i 所 1)， 此 时 ”一 了 六 办 。 证 完 ， 


习 题 
1 设 NiXiENG 一 1, 加)j 一 1,*… ,7n)， 满 中 


Uw < or 1)。 
又 记 
LA#) 一 BD am, i 1, 
其 中 主 一 Cx) 00 ER(1 才 i m1 才 j 必 n)， 如 果 
> lal A i ,ms 
则 存在 非 零 向 量 2 一 (xs)6 Z” 满足 不 等 式 组 
[LE < ,i lem 


[zt < Xi 一 1,***,%, 
其 中 i 


2. 设 KEN, m,nEN 且 n> 之 1, 又 设 Li (2?) 一 >) 


j= 
OiiXiy 其 中 Ey 一 《my "yg ze)， aj€ER, 1 1， 1 二] 和 7 
如 果 
$1 jon] & 4, Fe ly 
d=l1 
则 存在 非 零 向 量 i Cx 本 “Xon) EP" 满足 不 等 式 组 
EY 


[LEO)) < LT， 一 上 
jzof| < 委 研 ， 了 中 1 二。 
3. 对 于 任何 9.,-…,3,€ R，OE N， 存 在 请 ,PEZ,4E 
N 满足 不 等 式 


Pi 1 
[a | < gy? Ro- 1 9 0", 

4. 设 co,6,nE€N， 适合 上 5 之 4,# 守 b> 1， 又 设 mEZ, 满 
足 〈 和 ;zy 一 1， 则 存在 +rEN, yEZ 适合 + 之 a,0 之 jy| 之 5， 
且 二 整除 mr 十 y. 

工 设 awkZ，mEN， 则 存在 mm -re2Z 满足 

[ait 0 |xx| S/nm, i 1 
且 交 整除 ox 十 -… 十 gx。 

6. 设 m,nE 入 满足 mm 之 2, nn 之 1, 5 (8,.……,9.)E€ RR’, 
9EN, 令 


Hmn) 一 Sup min max llg3,ll, 
SEeR*lI Cm 1 is 


则 有 
(iD fmsn) Em, Ci) fm,1) ~ m7 
7. 设 m,n,9€N, 1,-……,9。, ER, 令 
MO el 
则 CC8 9.) 1 
8. 设 1,9,,-…, 9。 是 一 个 2 十 工 次 实 代 数 数 域 的 一 组 基底 ， 
则 存在 常数 > 一 7(n) >> 0， 使 得 对 任何 非 零 向 量 (4,， ++,g,)€ 
Z" 都 有 i 
(max 19i lg + +49 2 7。 
lei" 


伴音 


第 三 章 ” 非 齐 次 融 近 


前 面 两 章 研究 的 问题 只 涉及 变量 的 齐 次 线性 型 ,例如 ，%8 或 
90i(i 一 12) 也 及 LC(#) 一 > 9iri。 本 章 考 熙 男 一 类 逼近 


问题 ,如 非 齐 次 式 ga 一 8 或 gm 一 所 人 一 1 3) 或 更 一 般 
的 LX) 一 vi 《其 中 工 :这 ) 是 这 一 《zzw) 的 齐 次 线性 型 ? 
(i 一 17) 的 逼近 局 题 ,我 们 将 看 到 , 非 齐 次 问题 比 齐 次 问题 
有 许多 本 质 上 的 差别 。 例 如 ， 对 于 任何 实数 " 和 实数 @ > 1, 不 
等 式 组 lol 和 9 ,0<9< 吕 总 有 无 穷 多 个 解 9€ N; 但 是 对 
于 非 齐 次 情形 ， 存 在 实数 = 和 8， 使 不 等 式 组 qo 一 中 < 8， 
{9| < 8， 对 无 穷 多 个 无 解 ， 

本 章 分 三 部 分 ，8$ 3.1 一 3.2 介绍 一 维 非 齐 次 逼近 。 中 心 内 容 
是 Minkowski 逼近 定理 。8$8 3.3 一 3.4 研究 联 立 非 齐 次 逼近 问题 ， 
即 证 明 Kronecker 定理 。 定 理 的 证 切 比 较 长 ,这 里 只 给 出 它 的 定 
性 形式 .限于 篇 旺 , 略 去 了 它 的 定 旺 形式 。 为 此 ,可 参考 文献 [24] , 
最 后 $ 3.5 中 我 们 简要 介绍 了 关于 线性 型 乘 积 的 Minkowski 猜 
想 。 


§ 3.1 一 维 非 齐 次 逼近 的 Minkowski 定理 


定理 1 (Minkowski，1907)zm 如 果 a 是 无 理 数 , 8 是 实数 ， 
但 不 等 于 ma 十 nCmw,n《 Z)}， 那 么 存在 无 穷 多 个 整数 9 满足 不 等 
式 


lalliga — ph < 十. 


注 1 如 果 一 me 十 nCm; nnE2Z), 则 il9ea 一 可 一 人 9 一 
和 再 


加 jr 上 |， 从 而 妇 结 为 章 次 逼近 问题 ， 

为 证 明定 理 1, 我 们 首先 证 明 如 下 几 个 引 理 . 

引 理 1 设 83,qg ,水 ,wm 是 四 个 实数 ，M > 0 是 一 个 已 知 常 
数 ， 如 果 


lw 一 wd 二 村 M， [gol Mw>0, (1) 


则 存在 w€ Z 满足 不 等 式 


I3+ pullp + onl < M, (2) 


18 二 pu| < (3) 
证 明 ”不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 
一 由 袜 8< 一 0， 9 之 0。 
这 是 因为 ,如 果 四 二 0， 则 可 用 一 p 代 堆 p， 用 一 代替 vo， 
这 时 (1) 和 (2) 的 表达 式 不 变 。 再 者 ， 如 果 一 上 二 3 过 0 不成立， 
由 于 由 >0， 则 可 取 整 数 m 适合 不 等 式 
3 


9 
一 1 一 人 <mw< 一 全. 
2 史 


于 是 一 由 委 8 十 由 <0。， 如果 用 3 十 和 十 ao 分 别 
代替 3 和 pg， 则 (1) 式 不 变 。 而 (2) 和 (3) 式 可 以 分 别 改 写 为 
1(8 十 mp) 十 《xz 一 其) 中 | 


.Ke 十 mo) 十 人 一 mw)ol < 十 M， 


KKs 十 mg) 十 (一 细 ) 由 | Ey 

这 样 ,只 须 证 明 * 一 “一 区 的 存在 性 ， 

进一步 , 当 8 一 一 由 时 ,显然 # 一 1 满足 不 等 式 (2) 和 (3), 因 
此 我 们 又 可 假定 

一 上 < 研 9< 过 0,p 守 0. (C4) 

于 是 我 们 有 |9| < 由 和 19 十 由 | 二 加 ， 从 而 w 一 0, 1 都 满足 
不 等 式 (3), 现 在 我 们 来 证 明 ， 对 于 w 一 0 或 1, 总 有 一 个 使 (2) 式 
也 成 立 。 


和 大 学 


首先 ,车 9 十 o 适 0， 则 由 几何 平均- 算术 平均 不 等 式 得 
16|18p11(3 十 Xe + wo) 
~ (4)81 93+ oiipllp + ol) 
(I+ 3+ viig}l 十 19 + wl), 
因为 由 (4) 式 看 出 ， 
| 18| + |93+ $I 一 一 ?十 (出 于 93) 一 峭 
lp|1 十 lp 十 ol 一 中 一 49 十 o) 一 一 2。 
所 以 
16l8p11(8 十 de + oa) Epo MM, 
故 得 
minCl9glsl(9 + vp+ wo))) ET M. (5) 
其 次 ,车 gg 十 @ 之 0， 则 与 上 面 论述 类 似 , 并 注意 由 (和 式 看 
出 s(e 十 oa)<0，9(3 十 少 ) 芝 0， 有 
20189g11(9 十 由)Ce + oo)1 半 
<jg9+ G+ 9p + of 
-pl9+ op)— Ky + wo 


一 19 史 一 9oi。 
从 而 由 (1) 式 和 上 式 得 到 


min(1391,| (8 十 区) 十 o)1) 么 二 M。 C6) 
最 后 ,由 (5) 和 (6) 式 可 知 ,不 等 式 
is91 < 二 M, |(9+ vp + 0) <4M 


中 总 有 一 个 能 成 立 ， 故 引 理 得 证 ， 
sl 更 2 设 工 一 Lx;y) 一 4x 十 py(i 一 1,2》 是 两 个 实 


系数 线性 型 ，A 一 ps 一 ht 关 0， 并 县 i 是 无 理 数 , 记 对 任 
何 psp ER 各 任 伺 Bi0， 存在 (x,y)€ 2 满足 不 等 式 组 


IPT al 十 ml 二 IAl， 《7) 


和 性 丰 二 


I Fp ls 《8》 
证 明 出 Minkowski 线性 型 定理 《§ 2.2 定理 2) 可 知 , 存 在 

非 者 整 点 《x,,ys)& 如 满足 不 等 式 
[xo pl < es (hx 十 ry) Se |Al, C9) 


可 以 假定 %,% 互 索 (如果 不 然 ,它们 的 最 大 公约 数 4 > 1， 则 可 


分 别 用 轨 ， 为 代替 ma 小 又 因为 是 无 理 数 ,所 以 2 十 


a 
Hiyo 天 0。 必 了 蜡 时 可 分 别 用 一 xz, 一， 代替 zyyo。 可 将 (9? 式 改 
写 为 
0 一 2to 十 pi 加 <e，|jm 十 payol Se Ai。 (10) 
因为 my 加 互 素 ， 所 以 存在 〈zm ,76 如 满足 xo% 一 一 
1。 作 变换 


Cp) »): (11) 
则 
CLil#s9), Er) 一 (人 册 
~ 训 。 迪 
-GA A 
CLAx ,YY), Lx sy )), (12) 
其 中 
th Lb, Nf 2 
,3 的 多 2 (3 
LO Y= r+ py i 1,2, 
并 且 


® 67 9 


由 (10) 和 (13) 式 得 
Oi<e, 12| se !lA|, C14) 
根据 (12) 式 可 将 (7) 和 (8) 式 改写 为 


[LiCx sy + pl lLiCe sy + pl < 二 1Al， C15) 


{Lx ,y)+pl < s. C16) 
于 是 只 须 证 明 存 在 (x ,yy )& Z? 满足 (15) 和 (16) 二 式 。 
我 们 在 引 理 1 中 取 
Spgy tp puy tp sl, wh, 
其 中 y 满足 
pap 一 y | -| 2 一 padt 
A 


上 < 十 
因此 
8o gpl -Tpy + pd; — Cpiy + ps) hl 
— pt — pd — Ay| < 六 [Al. 
由 (14) 式 看 出 、|g$w| 一 1441 过 |A|,y$ 之 0。 因此 引 理 1 的 各 
条 件 都 满足 ,根据 引 理 1, 必 存在 整数 w 一 x 使 得 
Ia 十 om 二 ea + ps) + Lx < 二 Al， 
Iaty 十 mm) 十 用 | 一 和 
由 (14) 式 可 知 ,(15),(16) 式 成 立 ， 故 得 引 理 ， 
定理 1 的 证 明 在 引 理 2 中 取 


Lito=mar—y—8, Li+p™ 7+, 
则 lA| 一 1， 于 是 存在 整数 + 一 9,y 一 适合 


igllge —p 一 8| 所 二. lqe 一 疡 一 8 天 (17) 
根据 定理 的 假设 ，8 关 go 一 了 《对 任何 bp， 9《 2Z)， 办 此 当 8 


0 时 ,得 到 无 穷 多 组 (p,49)& 2" 满足 (17) 式 ， 
现在 我 们 来 证 明 , 在 这 无 穷 多 组 《2,9) 中 ,至 多 自 一 组 (p,q) 


坝 丰 和 人 


使 得 (17) 中 第 一 式 的 等 号 成 立 ， 如 于 不 然 , 有 (Pp,9) 天 (zsd) 满 
是 


| i ee Bl 
lsliga —p— 8| + lg9llga—?p Bl | 
则 有 


da? 一 8— 土 497， geo—P—~ + 


着 9 一 49, 则 pp 一 上 一 0， 或 十 二 4 而 这 是 不 可 能 的 ; 若 9 兰 
9 ,将 上 面 二 式 相 减 得 (9 一 9 )a & Q， 这 也 不 可 能 ， 因 此 有 无 穷 
多 组 整数 (p,49) 满足 不 等 式 

1 


iglrqr — Pp— #81 二 


故 定理 得 证 ， 
在 定理 2 中 我 们 将 指出 定理 1 中 的 常数 是 最 好 的 ， 
定理 2 (Minkowski) 对 任意 给 定 的 。 > 0， 存 在 无 理 数 « 
和 实数 8 z ma 十 nCm,nt 2Z) 适合 
lgllge 一 中 > 二 一 * 《对 一 切 4 关 9， 《18) 
而 且 
lellee 一 中 一 全 


证 明 “我们 应 用 韦 分 数理 论 构造 合 平 要 求 的 实数 a。 和 6 .不 
失 一 般 性 ,假定 o 表 为 连 分 数 
CE [ 


其 中 EN 1,2,-"-, 为 严格 递增 自然 数 序列 。 令 
0 


我 们 按照 下 面 给 出 的 方法 来 确定 ww， …。 为 此 : 令 是 a 的 


9 63 


第 # 个 渐 近 分 数 ， 设 
[fear ]， {19) 


Pe [as as * ,a1]。 《20) 
根据 31.3 性 质 4， 
Ve # > 1 (21) 
由 社 质 1 推出 


{9 一 Pail = i954 — qariga)e 一 《Pa+i 一 antipe)| 
= |(9erm 一 part) 一 getrtKena — Poe). 
与 $1.3 定理 2 的 证 虹 中 所 述 理 册 一样，4。ne 一 phn 与 ec 一 
P。 异 各, 因此 得 公 
ge Pl Igne ~ Pan + aotilqre — Pole 
于 是 有 递 推 公式 
j?aic 二 pa +-- 1 
lg — pl " lg — pal ~ 
19。+te 一 pansl 
因此 我 们 有 
a 一 [asyiawtoy…] 一 ar qefl (22) 
表 根 堪 $1.3 性 质 5 和 (22) 式 看 出 
工 一 |gunp, — 9aponil 
一 igeri(9a0 一 1) — ga Grr — Pets)) 
一 9s+il9gwa — pol 二 49.1 9040 一 如 oil 
一 Peri lgsn — Pal + nt29, 90 — pol 
一 9oj9oa — polar tt pr + ents), 
所 以 由 (21),(22) 式 可 知 
4sj94ua 一 pal = Cart 十 OCDD) (23) 
其 中 “O” 中 常数 与 a,51,p,,49。 无关 ， 同 理 ,由 (23) 式 得 
qe+1|9n0 一 Prf 一 Poti9s (9o0 ~ pal 
2 pati Pet + aat#) 


* TO0 * 


一 〔1 patosh)! 
— 1+ O(asdiosh). (24) 
有 了 这 些 准备 之 后 ,我 们 只 须 考虑 适合 下 式 的 如 和 9 六 0: 
41gllga— Pp—Bl = 129l1(29 + Da — (2p+ DI EL, 
(25) 
如 果 不 然 ,(18) 式 自然 满足 。 
首先 , 取 a 之 4。 如 果 对 于 9 关 0, 使 
I24+ 1| < ~ cig,, 
则 有 
|(29 + Dal < or! — art, 
于 是 
t2g{i(29 + Da— CQp+ D>21— ei)> 1 
这 与 (25) 式 矛盾 ， 由 于 时, 的 严格 递增 性 (= 一 00)， 对 任意 
给 定 的 9， 都 存在 自然 数 # 适合 
dg < 129 + 1| < gun. (C26) 
由 (23),C25) 和 (C26) 式 ,并 注意 1(29 -F 1)/(2g)! < 2， 我 们 得 到 
[QQg + De— Gp+ D129tl, 4 
1g.a — pel 129| 129 十 1 


4 一 -一 一 1 "OO Cab, (27) 
qalgur 一 所 | 


其 次 ,由 于 |2,9s+ 一 9ebsti| 一 1， 方程 组 

( 十 pei 一 2 十 1， 

ge 十 4xti 一 29 十 工 
有 整数 解 《uwyy)， 并 且 
# = (2p + 1)gei — (29 + Dpon 
于 是 由 (23),《24),《26) 和 (27) 式 推出 

lai 一 16029 十 D(Cgsne 一 pat) 
一 4sK(29 + la 一 《22 士 1) 
» Ts 


《28) 


_G (Cai,, datt| gat Pati|)+ oO gt 19a+1 gw 一 pol) 

一 Ce,, a242) 十 OCat, :1 十 anhignl:)) 

oO Cat, 1), 
由 此 及 (21),(28) 式 看 出 

22 十 : 亚 乡 十 -9 x 二 Jy 二 O (atiot ,1) 
Gx+1 Fatl 
~ r+ OC,). C29) 
由 (26) 和 (29) 推 出 
、 vy ~ O Cas,,). 
理由 (22) 和 (28) 式 得 到 
29+ De CQp+ DD -Ce dtr)o 一 (et 十 Pet 


fro 一 Ps ?uc 一 加 
一 2 十 2 unto 一 Paty 
der pe 
一 5 十 品 《二 aslz) 
— +0 (ed,). (30) 
进一步, 我 们 可 以 取 6。 为 侦 数 ， 由 $1.3 性 质 5, 用 归纳 法 可 
以 证 明 ,或 者 Gs Pst 都 为 奇数 而 py pF#+1 都 为 偶数 ,或 者 gr Patt 
都 为 偶数 而 p,,9s+ 都 为 奇数 因此 ,由 (28) 式 可 知 w,? 都 为 奇 
数 ， 所 以 wr : 0。 因 而 由 (29) 和 (30) 式 推出 
12g 十 11|(29 + Der (2p 二 19| 


Qari qt 一 Pel 
my en Py ns 


wi 0Ct,). C31) 
由 (26) 式 看 到 
、|291 _ w= |1 yq 。 六 )， C32) 
i129 二 41 23 i 
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由 C31),《32) 和 (C24) 式 得 到 
144114r —p— Rl 
~ 124| .129 十 124 十 De— Gp+ | 
129 十 1 9s+i|13eu — pol 
,qnlge — fel > 1— 0 (Co,). 
最 后 ,对 性 意 给 定 的 s > 0, 由 于 es(n 一 co) 的 严格 递增 性 ， 


总 存在 站 一 mi(e) ,使 得 当 4 宇 坟 时 O(a 总 () < 48。 因 此 得 到 
lqllga 一 ?一 用 > 十 一 上 (33) 


在 (26) 式 中 , 当 -> oo 时 ,有 19| -> co。 这 时 令 s -> 0, 由 (33) 
式 则 得 
im |gll4e 一 好 汪汪 。 


[4 


结合 定理 1 我 们 有 


lm qlllse 一 中 一 全。 


1 人 1 二 地 


于 是 定理 全 部 证 完 。 


$32 反 结 果 


定理 1 设 mp(9) 是 整 变量 4 的 任意 正 值 函数 。 如 有 果 
9(9)》 一 0 (9%), (1) 
则 存在 无 理 数 a 和 实数 8， 使 不 等 式 
lea 一 丰 <pCo)，19| 委 2 : 《2》 
对 无 穷 多 个 自然 数 &@ 都 无 解 . 
注 1 车 取 p(9) 一 94-， 则 由 定理 1 可 知 , 存在 无 理 数 " 和 
实数 8， 使 对 无 穷 多 个 @ 不等式 ge 一 下 << 9 1191 和 9 无 解 . 
这 与 齐 次 逼近 的 情形 (参看 $ 1.1 定型 1) 是 不 同 的 。 


注 2 如 果 =“ 一 二 EeQ， 那么 


3 


le 一 看 一 | 到 三 只 |> 2 琶 二 只 | 一 wp 


若 函 数 pq) 满足 条 件 (1), 则 当 8 充分 大 时 ，* ap >> 9(9). 
内 而 对 任何 PE 有 全. 《27 式 无 解 。 


证 明 我 们 到 6 一 一 ， 并 且 构 造 出 满足 定理 要 求 的 无 理 数 


首先 ,归纳 定义 整数 9,,ww,2。 如 下 : 
Ci) 取 Qs HV! 适合 条 件 


9,> 0 任意 ， 执 | 2to; 《3) 


(ii) 假定 8 zayou(m 二 #4) 已 定义 ， 则 取 &+t 为 满足 下 
列 不 等 式 的 任意 严整 数 : 
人 < (4 一， 如 果 2 过 1， (9 
2+l > 29。， 如 果 2 之 
《不 区 求 Qi> 200)， 然后 取 wri vant 为 满足 下 列 不 等 式 的 整 
数 : 
24ests, Vati > Zns 
a (5) 
By Out1 


Hatl Hs 


Vutl Vy 
显然 ,由 C4),(5) 式 我 们 得 到 


看 
xd | < zatk tt| 1 


Dstts hn Poe ] 


+ 多 = 十 友 一 1 1 32 


1 二 
oe 4 A je5) 
一 0 (将 7 一 > 00), 
因此 下 列 极限 存在 , 且 令 此 极限 为 所 求 的 e: 
“一生 一 六 (es 一 和 十 妆 . (6) 
wi wl YL VL 


英 次 ,我 们 可 以 证 明 上 述 «一定 是 无 理 数 .和 如果 不然 ,假定 «一 
区 


全， 其 中 ,4 是 互 案 监 数 。 我 们 注意 ,由 (6) 式 可 推出 
| 


| 


Vt Vnt—t 


0 < 一 


人 3v atti os 


< 一 - 1 二 -一 十 一 十 ， …) 
By 0 +1 Ee 
1 
4v, Oat Be 0) 
所 以 我 们 得 到 。 
1 < |av, -bl < 和 —0 (一 co)。 
但 这 是 未 可 能 的 ， 


pi 由 于 ?+fvs， 对 任何 9€Z 有 . 


-< 
(8) 
但 由 (7) 式 可 知 , 当 ”充分 大 时 ，8.w 关 191， 所 以 
| te 一双 < 1 和 起 < 寺 ， 
因此 | 
ahd 0 


当 9,n 空 19| 时 ,由 (4) (5) 《77 (8)， . 
I (| 


a gl 这 --—— 
二 4vs Oat > pO 
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这 表明 ,对 于 9 一 Dogota 当天 充分 大 时 (2) 式 无 解 ，: 
是 定理 1 得 证 . 
定理 2 设 (9)》 是 整 变 最 4 的 正 值 函数 ,如 果 当 9 一 十 oo 
时 ，9(9) 单调 赵 于 无 穷 , 则 存在 无 理 数 “和 68， 使 不 等 式 
las 一 中 <2，19| 适 PC9) (10) 
对 无 穷 多 个 自然 数 8 无 解 。 
证 明 根据 $1.7 定理 1 及 注 1, 存 在 无 理 数 c， 使 得 有 无 穷 


多 个 (其 中 a EZ，b EN,(a,b) 一 1) 满足 不 等 式 


a 1 _. 
| 6 | TP GD 
V5—1 
再 取 4 一 7 令 0 一 万 ， 则 a,8,8 使 (10) 无 解 。 如 果 
不 然 , 则 有 Pp,4€2Z 适合 


1 


lgo— ?8| < 


19| < (66). (12) 
注意 
ea 

‘gle | p—B—ga— Pp?—p, 

则 下 (112 和 (122 式 看 出 
— Ie— pe he a 

je 了 | < lge Pp sl+ |a( | 
二 
Po) ”全 

一 5—1 
由 于 4 了 全 有 无 穷 多 个 值 。 而 人 所 以 上 式 与 
$ 1.2 定理 3( 或 $ 1.7 定理 2) 矛 慎 ,于 是 定理 证 完 。 


< 六 + pg(b). 


$3.3 联 立 非 齐 次 逼近 的 Kronecker 定理 


定理 1 (Kronecker 定理 ) 设 厅 一 《899) 6 R*，# 一 
9 了 和 。 


1 是 可 个 nn 变 元 的 实 系 数 齐 次 
线性 型 ,那么 对 任何 e 盖 0， 不等式 

LAD 一 有 < 六 一 和 
有 解 一 (a, …, a.) EZr 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 使 
LR) 十 十 twL» (六) 成 为 4，*… x。 的 整 系数 线性 型 的 
Pe (1s-*" ,Hm)E Z"， 有 有 


| 下 一 mp 十 十 ap € Z, 
证 明 必要 性 。 设 对 任何 6 > 0, 存在 了 一 《oae)EZ* 
A | 


适合 
LA — Bis, ligm. 
又 设 站 一 (wwe)EZa 使 得 wy 上 3) 十 十 pmL 上 Lal 人 #) 关 
于 my xs 有 整 系数 ,那么 
lp 十 … 十 | 
一 jep 十 … 十 zepw 一 (ii 十 。…。 
FLO 
=— alps — La)) 十 … pn — Lad) 
& Fmlllp, 一 LA 二 NB LN 
< (CaiT…… 二 + |z,|)e 0 
故 janpBi 填 十 wpall 一 0， 所 以 m8 十 -十 wapn€ 2 
充分 性 ， 记 


EE 


m L 
U, mm CO 《my 的 7 去 E Ze ， 之 wibilt) ' 
关于 一 (my,""* ,x。) 有 整 系数 
显然 ,我 们 只 须 证 阴 下 看 的 命题 ， 

命题 1 若 对 任何 EU,， 有 BE Z， 则 对 任 伍 6 之 9， 
上 LX2) 一 8 之 8 (1 必 i 必 mm) 有 解 半 一 (ao as)6c 了 Dr 


下 面 我 们 给 出 它 的 另外 两 个 等 价 命题 ,最 后 证 明 其 中 一 个 ,就 


> > > > | 
1) x- 8 或 x 8 表示 Euclid 空间 RF 中 向 量 x* 和 六 的 内 积 。 


e ?7 。 


完成 了 充分 性 的 证 明 ， 

记 

jz 一 工人 2 一 碳 《1 < 做) 
A=— Bye 6 » 
EBE= (6,--.-,b.) EZ" 
又 记 
U2 RR"”， 日 对 所 有 4 有 让 < 也 

命题 II 若 对 于 任何 #€ Us, 确 EZ, 则 对 于 任何 。 > 0, 存 
在 ?一 (zz)E A 满足 ls 一 岂 | 二 6 (C11 寺 m)。 

为 证 明 命题 1 和 所 的 等 价 性 ,我 们 首先 证 明 

引 理 1 和 集 4 具 有 下 列 性 质 : 

(i) Z*CA; 《ii) A 是 一 个 神 ?; (这) 沙 站 ER”"， 对 一 切 
zeEkh 有 下 EZ， 则 天 EZe (iv) .下 EU<ce>zeZn 目 对 所 有 
zc4 有 衣 EZ 

证 明 (让 ) 若 #3 一 (si,… ,ze)《 2", 则 可 表 为 5; 一 工 :(0) 一 
《一 z,)。 因 此 3€E 4， 所 以 Z2"CA. 

(Ci) 设 gz 和 一 工区 人) 一 5 一 1 1 天 到 1,2， 其 
中 A 一 《qt a) € Zr, Dl 一 (CBD EE Zr 对 
任何 1,Ae 有 

lz 十 pe oe MLARD) — 58) 十 AH 工区 区 2) 一 52) 

= Li pi) 一 《28 和 9 十 天 区) 
了 一 1 

因为 1350 十 p22€ Za 起 9 十 p22€ Zr 所 以 这 ?十 zi0e Ah， 
这 表明 4 是 一 个 模 。 

《iii) 依次 取 立 为 单位 向 量 

2 一 (10- 0) do — (0,0,.*,0,1), 

由 (i) 及 假设 条 件 可 知 大 一 52EZE (1 安生 加 )， 所 以 去 E 
了 mm 


1) 关于 模 的 概念 和 人 性质 ,请 参见 本 章 附 录 。 


s T8 ，。 


(iv) 设 蔷 ED， 则 革 EZm 月 Wi 人) 关于 这 有 整 系数 


因为 任何 #e 4 可 表 为 
Ee (CL) —b,** Ld) I bm), 
其 中 a€ Z*, 加 (hh,* ,bm) € 2Z™, 因此 >) wrLA#) 是 a€ Zr 


的 整 系 数 线性 型 ,所 以 它 属 于 Z、 于 是 
HE a 2 uoC Li(#) en b,) 


一 > wo) 一 2) ub;€ Z, 


反 过 来 , 若 XE 2Z"， 且 对 所 有 3€ 4A 有 滤 E6 了 ， 那 么 对 一 切 
i€E Zr* 和 DecZ=， 
ZJ uC LC) — 6) > 2 工人 3) 一 > uibi € Z. 


. 


因为 2)wbr EZ， 所 以 访 jwiLiC2)& Z， 特别 取 = 为 单位 向 量 ， 


可 知 了 wiLi(#) 是 关于 之 的 丈 系 数 线性 型 。 这 表明 6 UV,。 于 


是 引 理 1 证 完 。 
现在 给 出 命题 1 和 8 的 等 价 性 的 证 明 。 
首先 证 明 U, 一 中 。 事实 上 ,车 有 6E VU，,， 则 由 引 理 1 Gii) 可 
知 立 E Z" ,再 由 引 理 1(iv》 得 ze U,。 反之, 若 EU,， 则 由 引 
理 liv) 可 知 #€ UU 
命题 1 一 命题 HH， 假定 命题 1 成 立 ， 并 且 命 题 1 的 条 件 被 
满足 。 那 么 由 Vi 一 Vi 可 知 ,命题 I 的 条 件 也 被 满足 ， 根 据 命题 
I， 对 任何 8 之 0， 有 一 (61,- "+ ,4s。) 《ZZ* 满足 1 
1 了 ;2 一 Bi 天 (lim) 
或 : 
[LiA2) — bi—8l<s (li m), 
其 中 (Bb,5s) EZ". 令 


s TD 


Ent (LC3) 一 太一 5 )， 
则 #2EA, 而 且 lz 一 人 < (LI< 委 :< 委 辣 )， 故 得 命题 贡 的 
结论 部 分 。 
命题 1 > 命题 I[。 现 在 假设 命题 开 成立 ,并且 命题 1 的 条 
件 被 满足 ， 即 对 任何 #e Zi， 有 下 eZ。 .由 U0 ~ UV。 和 命题 
可 知 , 对 任何 6 > 0， 存 在 zeoe 4 满足 | 用 "一 81|<s (1<<i 志 
mm) 记 ze 一 (PK3) 一 页 wa) 一 58。), 其 中 dé Zr，3 一 
(5 ,pm)c Z"、 也 就 是 说 ,3 满足 LC 四 一 之 a (CI<i< 
ww)。 这 正 是 命题 1 的 结论 。 
为 简化 定理 1 的 证 明 , 我 们 还 将 建立 命题 IJ， 首 先 我 们 来 证 
明 
引 理 2 VU, 是 一 个 模 ， 并 且 存 在 区 所 mm)》 个 向 量 ?2€ 2 
《1 魏 了 < 委 s), 它 们 作为 0, 的 基底 具有 下 列 性 质 : 
(i) HEU SPR 十 十 po ( 诸 v2 
(ii) HO 一 《0 by Hs on) 1 其 中 
2 0 ,dj€ Z, pe | 
《iii) 对 任何 一 组 整数 w,… ,wo,， 方 程 组 
Hi ls (C1) 
有 解 #3&€ 4。 . 
证 明 ”容易 验证 U,; 是 一 个 模 。 则 UV, 存 在 一 组 基底 详 ?,-…， 
DB, a 
说 一 【0 OO sm l<t<s, | 
其 中 wu 天 0， as 《必要 时 对 工 ， :C2) 四 新 编号)， 因此 性 质 
《) 积 (ii) 成 立 。 
现在 从 这 组 基底 出 发 ， 用 归纳 兴 构 造 出 5; 的 一 组 新 基底 
;天 0， 使 它们 仍 保留 性 质 《i) 和 《ii)。 还 定义 一 组 向 量 
EA， 它 满足 方程 
EOE 11, HO 0 (ff) 
显然 ,对 任何 一 组 整数 @,*……,w,， 


BE wat wo? 


. BO = 


是 方程 组 (1) 的 解 。 也 就 是 说 ， 这 组 新 基底 还 具有 性 质 (iii)。 具 
体 攀 沾 步 骤 如 下 : 

it 令 呈 一 {dld 一 区 0 2€ A}. 出 桩 质 (i) 可 知 dE 儿 ， 
易 见 刀 是 一 个 模 。 设 其 基底 是 4, 一 . 码 : 迪 2， 其 中 z9e A， 于 是 对 
任何 dE DPD， 有 did， 从 而 dW 和 3 一 iiideZ (对 所 有 这 e 4)。 
根据 性 质 (i)， 

dB RD 十 -十 世态 . 
因为 次 2 , 攻 呈 i dv, 一 1， 即 zd 一 i。 因此 得 
到 z0€ 4 满足 
DOED 1. 们 (2) 


记过 训令 BD 一 g; rr 山 
D2 DNDN BN gg 1 0, (C3) 
显然 ,月 入 6- 9 代替 za ， 向 最 名 ob) a 态 9 仍然 


构成 U， 3 (i) 和 (i1)， 而 且 存 在 ze 
424 满足 (2) 和 (3) 式 ， 


类 似 地 ， 芳 碟 集 Di 一 {dld 一 世 “703,， 3 4}。 易 知 存在 


和 Yo-n Ea 适合 小 ly De 1。 记 BD re 四 六 ， 令 Te 


cme #09， 则 关 ?& A， 而 且 由 C2) 和 《3) 式 可 知 
De- 力 二 Vf- EY 一 站 — DD wn 1， {4) 
起 0 六  0 (5) 


于 是 得 到 ze-0， ze 4， 对 于 U0 的 满足 (1)》 和 《ii) 的 一 组 基 


底 站 ?，-…， 入 "az 有 关系 式 (2) 一 (5) 成 立 。 
2。 一般 地 ,假定 对 于 + > 1 已 构造 出 一 组 向 是- 


迪 D ， 人 st EA 
使 其 对 于 UV; 的 满足 (Gi) 和 (ii) 的 一 组 基底 辟 ?,…, 芒 (其 
中 某 些 问 量 太 ” 可 能 是 相应 的 线性 组 合 次 ")， 有 关系 式 


4 BI + 


RT 


DNDN rs (6) 
130 0 rE Er 《7) 
记 gD = BED (rs), 令 


a 一 地:c-0 一 > gD, 
则 避 允 ,下 4 BD 让 (9,……,, 翅 9 仍然 构成 U0, 的 一 组 基底 ， 
具有 性 质 (i) 和 Gi), 且 由 (6) 和 (7) 式 得 到 


2 一 0， 了 开赴 1 1 (8) 
考虑 D, 一 {dld 一 站 闻 ，ze A}j、 类 似 于 步 桑 1° 可知 , 存 


Dd Dem bd 
在 3 了 EA 适合 BD BY 一 1。 记 BD BBD Cf 


:), 令 


1 
BD UD 一 > hE 
Ed 


temt 
则 "bE 4， 并 有 旦 由 (6),《7) 式 得 
BONETD 0 rf,t+t1,.-,s, {9) 
于 是 得 到 一 组 向 量 站 , "… ,#9€ A， 对 于 U, 的 满足 (i) 和 


《ii) 的 基底 世人 ， 丰 中， 关系 式 (5) 一 
(9) 成 立 ， , 

3 继续 这 一 过 程 ,最 终 得 到 一 组 基底 , 记 作 让?,… ,9， 具 
备 所 要 求 的 多 部 性 质 ， 干 是 引 理 2 证 完 。 

. 根据 引 理 2, 命题 01 中 的 条 件 “ 对 于 任何 3eEU,, 间 & 2” 可 

以 换 为 较 弱 的 条 件 “ 人 8 一 0、1 亏 : 志 ”下面 我 们 给 出 

命题 IIL 设 z?,… ,ze? 是 U, 的 具有 引 理 2 中 的 性 质 (i)， 
Ci》 和 (iii》 的 一 组 基底 。 如 果 这 组 基底 还 满足 六 六 一 0 (1 志 
;< 雪人， 则 对 任何 8 之 0， 存 在 zeme 4， 使 得 | 一 8:| < 
(1 iA), 

命题 11 与 HL 的 等 价 性 的 证 明 ， 

命题 玉 之 命题 41 显然 ， 


* 8 


命题 【lI 人 命题 lI， 假设 命题 111 成 立 , 并 且 假 定 对 性 何 #é 
Us， 有 还 EZ、 记 区 六 一 w,， 可 知 wm,& Z。 由 引 理 2 (iii), 看 
在 eA 满足 方程 一 wll < 雪人 令 祈 一 一 3， 则 
有 冯 六 一 0(1 委 :< 所 故 并 满足 命题 HH 的 条 件 ， 从 而 对 
任何 s > 0， 存 在 EA 适合 

| 入 一 8<s， Ti 
即 
fz + ofl|<e,， i<i<m, 

令 ze 一 如 十 字 E4， 即 得 到 命题 I 的 结论 部 分 。 

为 证 明 命 是 II ， 还 需要 下 面 几 个 引 理 。 

对 于 >0， 我 们 令 


A 一 入 zB A, max | zl < s}, 
[0 


因为 当 #3€ NA 时, z= L(A) — by Lald) — ba), 其 中 je 
Z*， 了 一 《51,…… ,bm)& Zr， 根据 $2.1 定 埋 3, 对 任何 8 之 1, 存 
在 非 零 矢量 ze Zr 满足 上 LAD 所 0% (iim)，|a;| 二 


0 (1 才 j <<)， 取 8 充分 大 ,可 使 0 < s， 办 此 集 4 非 空 
引 理 3 存在 80 一 0， 使 得 对 任何 EE sy 
W011 
证 明 因为 |#081 < maxlzal 习 lv) ， 现 取 


[Eh 


ss < mink Hue Ee | mm| 7 


见得 | 永 28】 < 1， 因 为 部 ?3 乙 ， 所 以 尿 关 一 0， 证 完 。 
引 理 4 车 存在 5 之 0 及 一 (4,… ,4w) ER"” 适合 
杷 一 0， 对 所 有 3& As， (10) 
则 . 
jy 二 tp ER, LISi<s, (11) 
证 明 根据 第 二 童 附录 中 的 姓 质 1， 存 在 数 my， mr Cs 
m)Q 线性 无 关 , 且 4,… 1。 可 由 它们 Q 线性 表示 , 即 


pp i tl mm, 


ty B3S 。 


其 中 8 已 【《1 安 1 和 mm 1) 记 站 一 (Ci 
则 


sink) 


i pt pd (12) 

首先 证 明 向 量 站 …… ,站 也 满足 2 所 满足 的 方程 (10)。 任 取 

#6 4。， 半 咏 0 及 s(0<s<s)。 根 据 $ 2.1 定理 1, 存 在 整数 
wm 到 人 和 i (hs tn) € ZL™ 满足 

mar lwzi 一 | EE, {13) 


因为 Z”"CA， 所 必 0 一 ?EAs， 在 《10) 式 中 用 wz 一 了 代 痊 
3， 便 得 
人 oo 一 他 一 0. 
但 是 由 (10) 式 知 汝 一 0， 故 得 对 一 0。 再 注意 (12) 式 ， 就 得 到 
十 十 pt = 0. 
因为 za 人 线性 无 关 , 而 诸 入 《6 Q"，Wz EQ, 所 以 推出 
?一 0， 天 一 1 (14) 
又 因为 |w| 宇 1， 所 以 由 (13) 和 (14) 式 推出 
je < ep ~ lio — 2)| 
Dra “一 0,， 当 8 一 0 时 . 
于 是 对 于 太一 1,-……,1， 有 
i 一 0， 对 一 切 2€ A 
其 次 ,因为 i 具有 有 理 分 王 且 满足 (10) 式 , 所 以 由 (12) 式 可 
知 , 只 须 证 明 诸 入 都 具有 (11) 式 右边 那样 的 表达 式 ， 于 是 只 须 在 
补充 条 件 “je Q"” 下 来 证 明 (11) 式 .为 此 , 任 取 #e 4， 类 似 于 
上 述 论 证 ,存在 整数 吕 0 和 了 一 《na 加)EZ” 满足 
|oz CO— 8 < (lig), 
且 过 一 #e A。,， 根据 假设 中 的 条 件 (10), 有 认 w# 一 让 一 0。 所 
以 全 一 wTXfeQ， 即 
DALAD — bE Q, i Cn, 0s) € ZL", 
bhai sba) Zr, (15) 
.+ 


特别 取 3 一 2 ji 一 1 9 (为 " 维 单位 向 量 ), 5 一 和, 并 注 
意 Xe Q"， 可 知 (15) 左边 式 中 aj,b; 的 系数 都 属于 Q。 因 而 存 
在 自然 数 9 使 得 


D91)CLAa) — bi) 


A 可 见 (qi3€ ZZ (对 所 有 3 4)， 即 9 
-由 引 理 2Gi) 可 知 ， 
qi 一 Paid 十 十 pi 


其 全 和 部 的 


式 ， 故 引 理 4 证 完 ， 

引 理 5 对 于 任何 > 0， 存 在 亚 一 5 个 及 线性 无 关 的 矢量 
2, 二 ,mE A 

证 明 若 一 关 一 1， 即 和 一 :一 1 命题 显 燃 成立 ， 故 可 
假定 ;过 ;一 1. L : 

首先 任 取 非 零 矢量 ze 4.， 考 察 和 的 方程 

ED 一 0. C16) 

该 方程 的 解 空 间 的 维 数 为 m 一 1， 而 #?,… ,#0 张 成 的 子 空间 
{wD ee a} 的 维 数 为 Sy 所 以 存在 2 ¢ {RD ro} 满足 
(16) 式 ,根据 引 理 4, 不 具有 (11) 的 形式 .因此 存在 ze A 适 


合 
2¥7 z 0. C17) 
如 果 Re 和 守 ?” 满足 关系 式 
yD 十 wD 一 人 ,Vis02 ER, (C18) 
则 有 
wid + yh oo 0, (19) 


把 (16) 和 C17) 式 代入 (19) 可 推出 ;一 0, 再 由 (18), 并 注意 #? 六 


可 知 wi 一 0. 因此 EMS: R 线性 无 关 。 
继续 考虑 i 的 方程 组 


es BI 。 


2 一 0， di? 0, (20) 
若 之 声 一 2、 则 类 似 于 上 述 论 证 可 知 ， 存 在 EA。, 与 训 ?， 
六 2 县 线性 无 关 , 且 满足 训 六 9 区 0， 这 里 加 区 {中 }。 
上 述 过 程 重 复 进 行 疹 限 次 后 可 以 定义 出 襄 ，…: 率 06E A,, 它 
们 R 线 福 无 关 , 且 m 一 9 一 :十 1 由 和 的 方程 组 
了 2 一 0 1 一 1 9 
可 以 定义 元 区 {zD，…- ,让 9}。 根 据 引 理 4, 存 在 六 te 4 ， 且 与 
2?,…… ,9 及 线性 无 头 ,满足 ?+? 天 0。 此 时 方程 组 
二 0， 一 1 二 | 
的 解 空间 的 维 数 是 m 一 (9 十 1) 一 s。 于 是 过 程 终 止 。 最 后 在 
A, 中 得 到 4 十 1 一 吉 一 :个 由 线性 无 关 的 矢量 区 … 8， 
引 理 得 证 。 
作 了 这 些 准备 之 后 ,最 后 我 们 来 证 明 命 题 IH. 
命题 HI 的 证 明 。 令 
{ljeR", Hf 0, 1111SE:}. 
显然 双 是 Re 的 子 空间 。 对 任 给 的 6 之 0, 取 


s' < min (EE, s， 
Lia 


其 中 & 已 在 引 理 3 中 定义 。 

根据 引 理 5, 存 在 及 线 任 无 关 的 向 量 

部 EM 
根据 引 理 3 可 知 
ON 0， 1 过 7 过 f， 1 < 魏 玉 魏 坟 一 下 

因此 ZE 8， 不 一 1,… sim 一 s， 但 是 方程 组 素 中 一 01 科 长 
*) 的 解 空间 是 长 一 ; 维 的 ,所 以 红 的 维 数 是 m 一 s。 由 于 ，…， 
z"-? 是 线性 无 关 的 , 所 以 任何 Be 经 都 可 由 关 ?,"…*…, 玉 *” 线 
性 表示 , 岂 

B72 十 -十 Ye TER, lS 一 

(21) 
现在 到 51,*** ,bs_;E Z 满足 


由 入 看 * 


I — 5 < 二 ， 1<&<ACm—s, 


于 是 向 量 
FO B20 tb EA, 
而 且 $B 一 ?一 9 一)32 十 -十 (7m 一 上 5。_,)X” 9? 的 每 
个 分 量 的 绝对 值 不 超过 
[ri bls) + | — bm,| 121™ | 

3 
2 
所 以 如) 合乎 要 求 , 于 是 命题 il 得 证 。 

至 此 完成 了 定理 1 的 证 明 ， 


< me < 2 Es 1 一 1 


§3.4 KKronecker 定理 的 一 些 推 论 


推论 1 对 任何 sg>0， 存 在 0 一 0(g)e N， 使 得 对 任何 
满足 | 
QZ， 对 一 切 3€ Br 
的 六 ER ， 存 在 ze Z” 满 足 不 等 式 组 
人 —Bl<e, l<igm, 
max(lal,… ,1a.|) < 0. 
证 明 不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 仿 定 0 所 8; 过 1(1 <i<n). 
如 果 不 然 , 可 以 用 {:}《 即 Bp: 的 分 数 部 分 ) 代 蔡 8 而 上 式 不 变 。 
下 面 论述 沿用 $ 3.3 的 记号 。 
首先 假设 3e 多。 那么 上 节 的 (21) 式 成 立 。 但 (21) 的 系数 矩 
阵 的 隆 为 如 一 5 由 此 可 以 解剖 加 ye。 出 0 所 Pi 之 (1 
委 m) 可知 这 些 7 《1 和 安 丰 委 闵 一念 有 界 〈 其 上 办 只 与 证 有 


闫 ), 因 此 ,适合 不 等 式 组 17 一 号 | < 十 (1 过世 mw 一 1s) 的 整 
数组 5,-… ,6。， 的 组 数 有 限 ， 对 应 地 ， 按 上 节 确 定 的 解 4€ Zr 
的 个 数 有 限 。 因 下 可取 


87 。 


QQ~0Q' 一 -max maxClal 0 
其 次 ,如 果 Be¢ YY, 则 我 们 记 [i pd (1 人 1 一 5) 。 
根据 引 理 2Ciii)， 夺 在 EA 满足 
bi (1) 


令 亲 一 上 一 六， 则 六 < 有 ， 于 是 可 归结 为 上 述 情形 .还 要 注 章 
Bl (Sim)， 所 以 w, 一 丈 %F 有 界 , 加 而 南 (C1) 确 定 
的 只有 有 限 个 . 故 8 的 个 数 有 限 。 于 是 存在 &(s) 具备 所 
要 的 性 质 。 证 完 、 | 

推论 2 设 8B,… ,8 ER, aane 有 ,并且 1 om 
Q 线性 无 关 , 则 对 任何 。 > 4， 不 等 式 

ier 一 有 <s， 一 1 了 

有 解 9E 了 Z 

证 明 取 工 (人 2) 一 ax(l 委 1 委 后 )。 因 为 1 vamQ 线 、 
性 无 关 , 所 以 乙 一 {0}， 从 而 由 推论 1 得 到 结论 。 

注 1 推论 2 的 一 些 变 体 和 不 同 证 法 ， 请 参见 文献 [14] 和 
[46]， 进 一 步 的 结果 可 知 考 文献 [413， 


§ 3.5” 实 系数 线性 型 的 乘积 


我 们 从 另 一 个 角度 来 推广 $1.1 的 定理 1， 即 把 硝 达 式 9flga 

一 8ll 者 成 下 列 两 个 实 系 数 线性 型 的 乘积 
tf aun 十 atzza 十 pl | eur 十 arr 十 户 | 

的 特例 、 下 面 给 出 一 个 一 般 性 结果 ， 

定理 1 (Miakowski)》 没 两 个 实 系数 线 性 型 

LR) 一 LiCxyR) 一 Oil 十 aa 1 1,2 

的 系数 行列 式 A 一 cnea 一 sarou 芭 0，p1sP 是 两 个 任意 实数 , 那 
么 至 少 有 一 组 这 一 【me)6 全 满足 不 等 式 


|) + pl Lal#) + pil < 二 |Al. (1) 


ul 


注 1 不 等 式 (1) 中 的 常数 + 是 最 好 的 ， 这 是 因为 ， 对 于 任 
1 1 1 1 
何 (xis X21) € 2 a+ i||a+ 二 | > 4 


注 2 本 定理 有 多 种 证 法 ,下 面 给 出 的 证 法 是 直接 引用 了 
§ 3.1 的 引 理 2， 其 他 证 法 请 参考 文献 [15] 和 [74]。 


证 明 如 果 - (i 一 1,2) 中 有 一 个 是 无 理 数 , 则 根据 $3.1 
这 


引 理 2 可 得 结论 。 现 在 假定 jd 一 1,2) 均 非 无 理 数 , 即 是 
有 理 数 或 oo 一 0G 一 1,2)， 因 为 A 夭 0， 故 可 不 仿 设 an 0， 
并 且 存 在 互 素 整数 h, 使 得 ou RS ( 当 ow 一 0 时 , 取 = 
0, 一 1)。 于 是 


auaxl Tauri pe 2 (Rx 十 hz, 十 由) 


其 中 以 一 全 mu 由 于 当 %, 六 遍历 全 体 整数 时 ，&xt 十 hr 也 
遍历 全 体 整 数 , 所 以 存在 Xf?,x9)e 如 ,使 得 

jz 十 px 十 六 | 去 | (2) 
并 且 分 别 用 xz 十 好，x 一 kr (其 中 1 是 任意 整数 》 代替 xi， 
xz? 时,(2) 式 仍然 成 立 ， 注 意 


a zl TF BD TT onlx 一 天 十 ps 
= (ha 一 天 qz) 十 《ait 十 gx 十 py), 


因为 ho 一 og 一 一 和 Az 0， 所 以 可 取 为 为 距离 数 


ai) 十 was + py 
ha 一 kay 


最 近 的 整数 , 则 有 
| et xi 十 #0) T(x Ki) pol < pe — Ran|l,. (3) 


由 (2) 和 (3) 式 可 知 ,数组 (x 中 二 加 :一双 )》 满足 不 等 式 
[RC Fh) + BCA ~— RE) + pi) 
= | ax oT bo) 十 qv 6) 十 pl 


1 1 
| ， 
2 2 | 3 过 gaa| 


上 式 两 边 同 莱 Ee 可 知 《x 澡 十 ht,x0 一 An) 洪 尼 (1) 式 .于 是 
定理 证 完 。 
更 一 般 地 ,考虑 n 个 La 变量 ly ”和 的 实 系 数 线 性 型 


Li(#) = p Gus — pis = 1 ,ee 
j=l 
设 其 系数 行列 式 A 一 detKeri) 0。 那么 对 任何 实数 pi, … ,pe， 
存在 整 向 量 2 一 (x4,…,zx。) 满足 
JI < At. 


i | 
这 就 是 著名 的 Minkowski 猜想 ， 
注 3 Remakc 证 明了 一 3 的 情形 ，Dysonpo 证 明了 ”二 
4 的 情形 、Davenportc9 还 给 出 # 一 3 情形 的 一 个 简短 证 明 .# 一 
5 的 情形 的 证 明 可 参见 Crky6eakonl，Bambah and Woodsa3， 进 
一 步 的 结果 可 参考 文献 [116],[1171,[118].[1201,[121]。 
定理 2〈《Ue5otrapes) 当 (zy ,xa) ED 时， 令 
m= int | TIExa)|， 


则 
< AL 


27 
[Fe Dla li 
jy 


不 失 一 般 性 ， 我 们 还 可 以 假定 w 之 0;A 一 1《 否 则 ,可 用 呈 1A[ 信 


» 90 * 


_£ | 
和 mA 分 别 伐 赫 #6; 和 pl i 7). 对 任意 实数 6 之 0， 
必 有 一 整 问 请 Ee 《xf 宇 3 区 使 


Li 
II i 于 一 pi 一 
iel 


ITI) 
fal 1 一 入 


令 
一 和 二 名 1 <igr 
Ei — pi 
出 
Ei bin), li<n, 
1i=1 
其 系数 行列 式 呈 的 绝对 值 


Ipl-(T 人 -al) 一 坛 


因为 D15: 一 rl ， 所 以 


tu -ll 


Eh 
2 二 fi|> 一 1 一 8。 


{= Ef—p; 
1—3 
同 理 有 
让 和 -= TH 二 室 十 4 
m1 remy si™— po 
Ls 2 - 天 
Ills+— a 党 
em 一 了 
于 是 得 到 
I i> 0 9). (C4) 
现在 我 们 考 起 下 面 吓 集 


» 9 * 


六 | 之 YIU 一 98), 1<i<n. 
这 个 凸 集 不 包含 非 零 整 点 ， 事 实 上 ,如 果 不 然 ， 绽 中 的 非 零 整 点 
所 对 应 的 (8 ,E,) 必须 入 足 

—i<8—1<(l—97<1, | 一 ll<1, 
1 志 1 护 # 

更 进一步 还 有 

i i I<ign. C5) 
如 时 不 然 ， 若 有 下 标 i 使 得 57 一 1 > 一 《1 一 8》， 则 对 此 i 有 
1 一 1 < 之 《1 一 89， 因此 

I[li?—1l<0— 37, 


这 与 (4) 式 矛盾 ,因此 (5) 式 成 立 。 由 (5) 式 得 到 
1 放生 VIT 一 (一 8 Sv, I<i<n (6) 
根据 $ 2.2 定 至 1 及 其 注 2， 纪 中 若 有 非 零 整 点 , 则 在 人 统 之 
外 必 有 整 点 (#7,…… ,5*) 满足 (6) 式 ,所 以 有 
> 1 十 人 二 87 < | < V28. 
当 9 一 0 时 ,从 上 述 不 等 式 得 出 矛盾 。 


因为 多 中 无 非 零 整 点 ,根据 $ 2.2 定理 1， 统 的 体积 不 超 
过 2 ， 即 


VCR)— 2 Se Di 


D| 
因此 得 到 
(1 +(1 — sDi < 1—=?. 
当 s 一 0 时 ,有 3 一 0， 邵 得 
2 


故 定理 得 证 。 


a 92 。 


附录 ” 模 的 概念 和 性 质 


设 集 纹 CR*。 如 果 对 于 任何 zf 26E 和 ,总 有 闲 ? 士 ze 
HM, 由 称 i 为 一 个 模 。 


由 定义 可 知 , 若 哎 为 模 , 则 0 € mi， 荐 9,…… ,这 9 
i322Z， 则 a 二 .二 Ot." € WM, 

设 ,EE€ MM 如 果 

(i) 每 个 3€ N， 可 表 为 


方 一 Slain, a LZ, li ms 


证 


ba 一 > 
《ii》 Do 一 00€Z, ISICm)eSo -0 (lig 


92 ) ， a EW, 2 SE 0 线性 无 关 ， 
出 称 ,为 模 跌 的 一 组 基底 (或 篇 称 基 )。 

由 此 定义 可 知 ， 模 之 中 的 任 一 矢量 了》 可 以 唯一 地 表示 为 
Flan (a €Z, 1 A < 1 ). 


Tt 
” 下 而 海 虑 模 驶 CZ 的 一 些 基本 性 质 。 

性 质 1 设 饮 是 至 少 全 有 一 个 非 零 矢量 的 模 , 且 观 CZ*， 则 
0 必 有 基底 。 

证 明 ”对 维 数 = 用 数学 归纳 法 ， 

对 于 # 一 1 的 情形 , 设 ?一 (x) 是 驶 的 最 小 正 坐 标 矢 量 
《 它 显然 存在 ), * 为 跌 的 任 一 矢量 。 若 3 站 ， 则 必 有 < 二 
2a3， 其 中 o€ ZZ， 事实 上 , 设 一 《x)， 由 Euclid 除法 得 知 

rT ar b, Ob < xi, 

于 是 向 量 《5) 一 对 一 呈 ?E 9 由 得 的 定义 可 知 8 一 0， 所 以 
这 一 oz， 从 而 za 是 K 的 基底 

现在 假定 对 #* 一 1 维 空 间 福 顺 1 和 成立， 来 证 明 半 # 维 空间 性 
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质 1 也 成 立 ， 必 要 时 改变 向 量 的 坐标 顺序 ， 不 站 认为 叫 CZe 中 
含有 共有 下 述 性 质 的 矢量 
这 一 《xl za 2 天 0 且 | xl 为 最 小 。 

选取 其 一 ， 记 作 站 一 人 za xi)。 设 少 一 (7 yy) 
是 一 个 企 意 向 量 , 则 在 在 aeZ 适合 | 六 一 oxu| < ix。 显然 
站 一 学 一 azDesli， 册 于 区 的 第 一 坐标 绝对 值 小 于 |xul|， 所 
以 由 ?的 定义 可 知 的 第 一 坐标 必 为 零 , 即 子 一 《0， ya 
y")， 其 中 yi 《ZC2 才 1 之 7)， 因 此 向 量 (yy,) 《2 

每 个 了 € 中 对 应 着 一 个 向 量 (%,…, 癌 )， 当 了 遍历 对 时 ， 
(7 ,的 全 体 构 成 一 个 # 一 1 维 找 。 按 归纳 假设 , 它 有 -~-- 弓 
基底 六 如果 mx 一 1, 则 表明 上 述 w* 一 1 维 
模具 由 4 一 1 维 零 向 量 了 组 成 ), 即 

(yi 一 Di 
记 0, 放 六 )，2 委 主 < 委 加 可知 对 任何 了 E Wi， 可 表 为 

六 a Gn" 
zi ZB, 1 

如 果 宁 9,-，… ,2” 满足 表达 式 

D4 RD 0 viES, liIEm, 
因为 交 ? :和 的 第 一 坐标 尽 为 零 ,而 加 到 0, 所 以 推出 二 
0。 于 是 有 

gE 二 一 0， 

这 里 发 示 # 一 1 维 零 向 量 。 由 于 节 y ， ,zi Q 线性 无 关 ， 
所 以 gy 一 一 一 ys 一 0。 因此 RY,…… "人 Q 线性 无 关 。 从 而 
它们 构成 K 的 一 组 基底 证 完 ， 


由 性 质 1 直接 得 到 
性 质 2 适当 改变 坐标 顺序 ,可 以 认为 模 听 的 基底 具有 下 列 
形状 的 坐标 : 


ED 0, 0 ts in) Xi 0, 1 1 
性 质 3 对 于 模 Z2*， 向 最 组 
1 94， 


RO xs) li 
是 一 组 基底 的 充分 必要 条 件 是 
idetCxa)| 一 1。 
证 明 如 果 产 2?,，.… zi 是 Z* 的 一 组 基底 ， 则 有 du ez 
(1 二 克也 n) 满足 


m 
EK) ma Daz, 
t= 


其 中 Gd 是 * 维 单位 向 量 《0 0， i ee 天 一 1 
?#。 将 


玫 
ED 一 DY we 
Im 


代入 上 式 得 到 
Sh, 一 06， 1 ,fn 
这 里 64; 为 Kronecker 符号 。 册 此 
det(d4;) * detCx;;) 一 1， 

由 于 左 池 两 个 行列 式 都 是 整数 ,所 以 |detCx)1 一 1。 

到 过 来 ,如 果 |detlti;)1 一 1， 那么 对 于 任何 了 &€ Z"， 方 程 组 
了 一 oa 有 一 组 解 (ea … :as)cZ"， 而 且 Doge 一 0 只 

teml 


f=l1 


有 零 解 《ab -yao) 一 0， 所 以 za， ,#9 Q 线 星 无 关 ， 因 此 
zyFZ9 确实 是 z" 的 一 组 基底 。 证 完 。 
性 质 4 设 浆 :7oezn 且 QQ 线 竹 无 关 , 则 存在 Z” 的 
一 组 基底 江 使 得 
pa =e ca 十 。 .十 Cie, li < 
其 中 co EZ 0; 一 0 ( 涩 1 之 j 了 时 ), cw 闫 0, 
证 明 首先 ,因为 5,-… ,?Q 线性 无 关 , 所 以 4 一 de 区 yi 


是 非 零 整 数 ， 因 此 对 于 任意 了 E 2"， 方程 组 这 到 2 a 有 解 


e934¢ 


oj 一 二 EZ 1 所 1 所 ww， 故 有 


dF Sp. (1) 


亿 了 一 (4,… ,1.)， 则 每 个 ze Z" 都 对 应 一 个 向 量 ?， 它 们 全 
体 构 成 一 个 横 跑 。 入 据 性 质 1 (但 将 坐标 反 序 )， 员 有 一 组 下 列 
形状 的 基底 : 
FD (fi, -0 0)， i 1 和 1 全 坟 ， (2) 
其 中 m 所 nn， 按 上 述 的 对 应 关系 C11), 我们 有 
dD 一 > tjP 于 i, 1 寺 1 幼 。 (3) 
下 面 我 们 来 证 明 3 人 3 je 组 成 Z* 的 一 组 基 寄 。 特 别 有 
m 一 对 于 任意 的 EZ", 设 既 一 如 场 中 则 1 一 《he……， 
i=1 
be KW， 内 而 
i= Fp, biEZ, liCm, 
注意 ?? 的 坐标 (2), 我 们 得 到 7 的 坐标 为 
的 太太 1 bp bitias* 0 0). 
由 此 式 及 (3) 式 得 到 


机 一 5 一 人 > pb sa ) 各 
征 rp 
一 > > Hi 一 > id 


天 四 了 3 fml tel 
于 是 六 可 表 为 
— Sb, 政工 ] 过 1 mm。 


进一步 ,如 果 有 YY ozp 一 0 ,那么 由 (37 式 可 希 
kml 
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ia 3 (Do )y. 


由 于 PD ed 9 线性 无 关 , 所 以 0 一 vibiis j= 1,. ,> 


因为 det(#) 闫 0 (注意 (2) 式 ), 所 以 v4 一.… 一 vm 一 0。 于 是 
zi -zw Q 线性 无 关 ， 从 而 构成 Z” 的 一 组 基底 。 由 此 推出 
nt =—™ 2, 日 


最 后 ， 由 
目 
dR 二 > i 0, 1 
j= 


可 以 逐次 解 出 5, 令 i 一 1, 得 


了 dd ~ 
pa i ED PE cuzD3 


YD 二 ad 十 4 
522 3 


一 cD 十 cue, 
等 等 ， 因 zm，- . ,是 一 组 基底 ， 由 性 质 3 可 知 1det《z)| 一 
LU 所 以 cje Z， 且 ou 一 过关 0。 性 质证 完 。 


习 是 


1. 设 a 是 无 理 数 ,8 是 实数 , 则 (i) 有 无 穷 多 组 整数 9,*,y， 
其 中 8 > 1， 适合 涉 等 式 组 


(ar—y—8l <0"，1s|<< 和 2 


《ii 存在 无 穷 多 组 整数 Qsx, y, 其 中 8 之 1， 满足 不 等 式 组 
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1 Mr<to 


?. 设 oa,8 是 任意 实数 , 则 存在 整数 # 满 足下 列 两 个 不 等 式 组 
中 的 一 个 : 


(i) le 一 «| <1 且 |e 一 «llp 一 «| < 十 ， 


(iiy ja—w|<1 且 le — «lle —#l < —Al. 
3. 证 明 $ 3.2 定理 1， 但 将 条 件 “f ER” 换 为 “584 Q”。 


4. 应 用 Hane-Borel 引 理 2? 证明 $3.4 推论 1， 
5. 直接 应 用 》 1. 引 埋 2 的 方法 证 明 $ 3.5 定理 1。 


1) Hane-Borecl 引 理 可 参见 (例如 )T， 减 ， 非 赫 企 哥 尔 蕊 ;向 积分 学 教 惨 ,第 一 需 ， 
第 一 分 册 ， 人 民 教 育 出 版 社 ，1959。 
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第 四 章 转换 定理 


不 同类 型 的 渔 近 问 题 之 间 存在 着 某 种 内 部 联系 , 因此 ,由 一 类 
还 近 问题 的 某 种 信息 ， 可 以 得 到 与 之 相 闫 的 另 一 类 焉 近 问 题 的 
信息 。 例 如 ,由 一 组 线性 型 不 等 式 的 非 零 整 解 的 存在 性 ,可 以 得 出 
另 一 组 线性 不 等 式 ( 称 为 前 者 的 “ 转 时 系 ”) 的 非 零 整 解 的 存在 性 . 
又 如 ， 齐 次 逼近 问题 与 相应 的 非 齐 次 逼近 问题 之 间 有 闭 这 样 的 联 
系 ， 若 齐 次 问题 逼近 得 相当 好 , 则 非 齐 次 问题 将 逼近 得 相当 差 ; 反 
过 来 也 一 样 .关于 不 同类 型 的 逼近 问题 之 闻 的 相互 联系 的 命题 ,我 
们 统称 为 “转换 定理 ”. 

本 章 主要 研究 两 类 转换 定理 ，$$ 4.1 一 4.5 是 关于 齐 次 问题 泣 
的 转换 定理 。 它 的 中 心 内 容 是 Mahler 转换 定理 及 其 各 种 应 用 。 
在 $4.5 中 简要 介绍 Siegel 的 解析 方法 对 转换 定理 的 应 用 。 
$$ 4.6 一 4.7 是 关于 齐 次 问题 与 非 齐 次 问题 间 的 转换 定理 ， 我 们 简 
要 介绍 了 数 的 几何 方法 在 这 个 方面 的 应 用 。 限 于 篇 幅 ， 我 们 略 去 
了 非 齐 次 问题 同 的 转换 定理 . 


$4.1 Mahler 转换 定理 

定理 1 (Mahler，1939) 必 4 设 # 安 2 是 自然 煞 ， 3==(x,,*…， 

woe)» 又 设 
fi(2) 一 > aiixls BF) 一 入 ] Biixisf = 1,* sn 
aml jel 
是 2# 个 实 系数 线性 型 ,其 中 行列 式 d 一 det《b;) 天 0。 如 虽 双 线 
性 型 | 
DE = DHE 一 2 Ci 


9 9 s 


有 整 系数 ciK1 才 j, 丰 二 ww)， 晶 不等式 组 
tu 一 让 
I) SE 2 i 

(其 中 ni 之 0) 有 非 零 解 2 2 ， 那 么 不 等 式 组 
le 人 2] 人 


(1) 


(2) 


2 
lg3)| < 21i<s, 


其 中 4 一 (ladle 5) 
有 非 零 解 了 e Zr。 
证 明 ”我们 考察 关于 的 线性 不 等 式 组 
[@C3,3)| < 1， 


la C9)1 < 这 2<i<n, (3) 
其 中 *& Z* 是 (1) 式 的 非 零 解 。 由 @ 妈 ,3) 的 定义 看 出 ,其 系数 
ft > Oijbiks 所 以 


0 GD ~ D (Df ju 


kt 


因而 由 (1) 式 容易 算出 不 等 式 组 (3) 的 系数 行列 式 的 绝对 信 是 
3 天 com Ra 


了 下 
bt A bin i Bi 本 六 2 


| 


bal 人 Ban 


ee” lafC)| es {als. 
根据 Minkowski 线性 型 定理 ($ ?2.2 定理 2) ,存在 非 零 向 量 了 & Ze 
适合 不 等 式 组 (3)。 特别 有 
@(C8 3 一 1 
因为 cn € ZC ji 有 所 1)， 计 ,E 2 ， 所 以 BC3, 了 ) 一 0。 由 此 


。 li00.。 


得 到 
hig?) 一 一 2 fC#)81(9), 


青 由 (1),(3) 式 可 知 
la < 1D DD AD < 2, 
了 EL 
于 是 (2) 式 得 证 , 故 定理 证 完 . 
本 定理 以 下 列 形式 使 用 更 为 方便 , 即 


定理 2? 设 z > 2 是 自然 数 ， 一 (xb -zuo)， 又 设 
让) 一 > jj 二， fi) = 2 biixis f= 1,'* 
是 2n 个 实 系数 线性 型 ， 其 系数 行列 起 detCas) 和 2 一 det(&#) 
均 不 为 夫 , 并 且 双 线性 型 0(#, 站 一 如 fC2)8; G3) 关于 x94 
(1 < j,k < 由 有 散 系 数 ， 如 果 不 等 式 组 


fi) iERn), 1:>0 《47 
有 非 零 叉 解 这 ， 则 不 等 式 组 
lg 和 (一 DCT (Li 二 区 (5) 
有 非 零 整 解 交 


证 明 ”因为 det(ai;) 关 0， 线 性 方 种 组 大 3) 一 0 (1 i 所 

#) 只 有 零 解 ,所 以 , 若 2 是 (4) 式 的 一 组 非 零 整 解 , 则 
max, [fi(2)| 5 0, 
不 妨 设 
| 所 起 | 一 max。 (fz)| 一 了 
则 0<r 了 < 和 tt, 且 闻 适合 不 等 式 组 
f(2) 一 站，| 有 | 之 了 2 < 区 mo 
在 定理 1 中 , 有 取 hh 一.… 一 1 一 *， 则 存在 非 零 向 量 ye Z” 满 
足 不 等 式 组 
0 * 


ays ， 
DI < ENN a Xd, 


lg.C3)| < 一 (dz 


注意 了 二 区 可知 了 》 即 是 不 等 式 组 (5) 的 非 零 整 解 。 证 完 ， 
$ 42 线性 型 的 转 置 系 


现在 给 出 Mahler 定理 的 一 个 重要 应 用 。 
定义 1 设 以 ,nn 是 两 个 自然 数 , 主 一 (x15) 了 一 (1 
yn)。， 对 于 #4 个 变量 和 … "zw 的 实 系数 线性 型 
LG) = DD airs to— ,est 上 
j=l 
称 记 个 变量 y,… ,yw 的 实 系 数 线性 型 
Mi(F) = >) oyis 7™— 1,.**,n (2) 
i=1 


为 线性 型 系 (1) 的 转 置 系 ， 

定理 1 设 C,X 是 满足 0<C 二 1 声 X 的 实数 ， 线性 型 
LA2) (i 和 Em), MAY) (l i121) 如 (1),《2) 所 述 。 如 果 
不 等 式 组 


max | 开光 之 7 C6, max | < 区 《3) 
有 非 堆 整 解 了 ， 则 必 有 非 零 整 向 量 7 满足 不 等 式 组 
max MC 和 DD， max [ysl UU, (4) 


其 中 


1—m mm 
D— (min— 1l)X nr CT 9 


Um (m+n— XT Cm. 
证 明 引进 新 变量 
Bo Cen), 六 一 (Co Ve) 
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HC CH) Tu), IEREm, 

a ey mim+ a, 

Cyis ] < 大 达 < ny, 

X{— Mi_nC?) 二 Vim); 十 1 和 A 十 
容易 验证 这 两 组 线性 型 的 系数 行列 式 均 不 为 零 ,而 且 G3) (1 和 < 
不 竺 m 十 nm) 的 系数 行列 式 4 一 Cm"X"*， 此 外 ,还 可 计算 出 


网 十 可 


gi.(3) 一 { 


已 PastCD 一 3 cy 
到 人 奸 =w 1 


Y， Xi ” 和 一 Ma 人 7) 十 v4-m) 


m+ 


Lay, 十 之 ) HRV 
k= 二 1 kat 


内 十 和 
= > MnCT )Tm 


=m+ 1 


Se 2 >) CXiyk 十 >} HR 
Rl fwl t= 1 
一 2 > oi 十 Driv 
21el 


jl 下 到 二 
同 # 
> Hi ys; 中 > ) xivi, 
il1 [i | 


显然 各 项 系数 都 属于 Z， 因 此 可 以 应 用 $4.1 定理 2 于 fi( 落 ) 和 
gx#)。 根 据 fi( 台 ) 和 gi(%) 的 定义 ,以 及 定理 的 条 件 (3) 可 知 ， 
存在 非 零 向 量 芒 一 (六 , 引 € Z"t* 满足 
[fw 1， 1 十 
恨 据 定 些 2, 存在 非 零 向 量 3 一 (3,5)€ Z"t" 满足 
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gj) 二 (mm 二 ma 一 1)(CeXeJERET 1 远大 二 为 十 于 

这 表 肯 存在 非 零 向 量 (7 ,ze Zetw 满足 

IMAF) 十 SD, |y] VU, (5) 

1 i 和 mj 

当 思 过 1 时 ,显然 有 了 闫 0 了。 和 如果 不 然 , 了 一 了 时 ,由 (5) 式 可 知 
jv 和 DD<1 UCIj<n), 二 是 了 一 了 ,这 与 (79) 学 09 相 
矛盾 。 当 之 1 财 , 由 定理 的 假设 条 件 0<<C < 上 之 义 和 如 的 定 
义 可 知 口 >> 1， 因 此 总 可 以 选择 适当 的 非 零 整 向 量 满足 1y| 声 
VOL <i<m)， 而 {Mi3)H 生 十 二 呈 自 然 满足 ， 所 以 无 论 如 


何 , 确 有 非 霉 向 量 了 e Ze” 满足 不 等 式 组 (4)。 改 定理 证 完 ， 
推论 1 存在 常数 yY > 0 使 得 对 一 切 非 零 向 量 这 e 2 ， 有 


Cpa LD)" Cps Is)" > (0) 
当 且 仅 当 存在 常数 5 > 0 使 得 对 一 切 非 零 向 量 3& Z"， 有 
( max {MAID"C max [y:{ )?* > 5, (7) 


证 明 因为 (6),(7) 岗 式 是 对 称 的 ,我 们 只 须 由 3 的 存在 修 来 
证 明 7 的 存在 性 。 现 在 假设 存在 常数 8 > 0 使 得 对 一 切 非 零 向 量 
5,《7) 式 成 立 。 对 任意 非 零 向 量 #e Z"， 我 们 记 


X=— X= max lx;|l, C = C(F) > max LO. 
[了 产 放 LS im 


根据 定理 1,(4) 有 非 零 整 解 ye Zr。、 于 是 由 《77 式 看 出 


DU"® > 6. 
但 因为 
Don 一 (m 十 a I) Xr CT 
十 一 1 XT CC 
m+ 1 mT CC aT, 
所 以 有 


KC™ (0 十 及 一 站 


,104， 


于 是 


YaCm 汪 {Cm 十 六 一 DD mtaXwta bamtori 


上 式 右 边 常数 与 疝 盟 主 二 0 无关 ,把 它 记 作 y， 这 就 表明 ， 对 任 
何 非 零 向 量 4+& Z"，(6) 式 都 成 立 。 推 论证 完 . 


$4.3 XHHqUH 转换 原理 


定理 1 《Xudaa (Khintchine), 1926)59 设 oo 为 
才 个 实数 , 设 DL 之 0 ， 《2 之 0 分 别 是 使 下 列 不 等 式 
| by ee DM| < (max AD mine 


max | za < x-L+ Ys 

] 罕 上 让 二 加 
有 无 穷 多 个 整 解 mw) 关 0，xz 天 0 的 正 实数 gu,w 的 上 
确 界 , 则 当 ls 有 限时 ， 有 


1 之 wy 之 


— 
六 十 (nC 一 1)0; ” 


当 (D1 无 穷 时 ，- | 0 0; 当 oo: 无 穷 时 ， wm! 也 无 券 . 


这 个 作 理 是 下 而 砚 一 机 的 全 《定理 2) 的 特例 ， 在 其 中 令 
m 一 1]， 并 注意 or 一 2 co 一 my 我 们 便 得 到 定理 上 

定理 2《Dyson，1947)59 设 线 竹 型 工 ,3) (1 < 二 or) 
及 其 转 置 系 Mi( 四 (1 委 j 委 ) 如 44.2 定 义 1 所 述 ， 设 和 
? 分 别 是 使 下 列 两 个 不 等 式 


Eas ON < 《 max ja 0 ， 


〈1) 

| -+ ) ; 
max MI < (CC max 171) (2) 
Ii 1 了 所 mm 


有 无 穷 多 个 非 零 整 解 2 和 3 的 正 实数 4 和 了 的 上 确 界 , 则 


《37 


四 之 


te a 


» iO 


妨 富 PAPER 8 
特别 地 ， 和 一 0 当 且 仅 当 7 一 0。 
证 明 ”由 于 对 称 性 ,我 们 只 须 证 明 不 等 式 [4)。 可 以 认为 不 > 
0。 如 果 不 然 , 则 7 一 0， 因为 下 守 9， 此 时 《4) 式 自然 成 立 。 还 
可 认为 下 二 2， 如 果 不 然 ,《4) 式 自明 。 我 们 任 取 "9 和 满足 不 
等 式 


0 之 nh (5) 
因此 (1) 式 有 无 穷 多 个 非 寒 整 解 #3€E Z", 令 
X= max CC 一 Xda 

由 (1) 趟 可 知 不 等 式 组 

Dax 上 EEC， max jzil <X 
有 非 零 整 解 *。 所 以 根据 $ 4.2 定理 1, 不 等 式 组 

max MKF <D, max [yl <U 
有 非 零 整 解 了 ， 其 中 


D— (mt+n—1) Xr Cn 


(m+n—1)X ar, 


和 | Wh 
Umtn— IAT CT 


mt Rr), 
于 是 解 了》 满足 不 等 式 


《 .MADIDC max [ye < ye 


Ny Di x + i 、 
(6) 
荔 一 方面 ,由 (3) 中 第 二 个 不 等 式 可 知 , 不 等 式 组 (2) 只 有 有 限 
多 个 非 零 整 解 了 。 因 此 对 于 其 余 的 非 堆 向量 了 一 (7.，*** ,yn) 
2” 有 


"106* 


Cmax NMA max DE > 1 


因此 ,存在 实数 7 > 0《 与 无 关 ), 使 得 对 于 所 有 的 不 零 向 量 76 
Z” 都 有 


C mas MDC rar 9 Dr, 0) 
由 (5),(7) 趟 可 知 
2 1 .fn es 1 » 
ra er $3 


如 果 不 然 , 由 于 7 是 常数 ， 令 X 一 co 时 将 产生 荐 盾 。 由 《8) 式 得 
到 
家 | 
人 (za 一 1 十 由 十 2 一 下 
因为 5,”f 可 以 分 别 任意 接近 nh 和 入， 所 以 得 到 不 等 式 《4)， 故 
定理 证 完 。 
注 1 V. Jarnikc?2 描 由 ,不等式 C37 和 (4) 是 最 好 的 。 


$4.4 实数 联 立 逼近 的 转换 定理 


本 节 给 出 Mahier 转换 定理 的 另 一 个 重要 应 用 。 

设 my -ya。 是 # 个 实数 (w 守 1)， 且 1,ma os QQ 线 福 
无 关 。 对 于 实数 a， 记 
R= maxgKi,ial)》， 

我 们 将 在 第 五 章 中 研究 下 列 两 个 命题 : 
命题 【 对 于 任意 给 定 的 实数 s > 0， 不等式 
1am 十 … 十 oaxsj(5 0 1 《D 
只 有 有 限 多 个 非 替 整 解 这 一 〔xi ,+,). 
命题 在 ”对 于 任意 给 定 的 实数 s > 0， 不等式 
gall ge < 1 《11) 
只 有 有 限 多 个 整数 解 4 > 4。 


* 107» 


这 一 节 中 ,我 们 将 证 明 下 面 转换 定理 
定理 1 命题 1 和 Ii 等 价 . 


为 证 明 这 个 定理 , 我 们 需 证 两 个 引 理 。 设 4, 和,"… ,4A。 为 


下 实数, 令 4 一 444。。 
引 理 1 如 果 不 等 式 组 
由 “oo 十 2 4 
| | A i 1 


有 非 零 解 (z ,总 ) 一 《x ,X,,……,X。)《 Z"t1， 那 么 不 等 式 组 


. < nd 
|Qa — Qi < nd A i lss 
也 有 非 零 解 (QO,01,*.**',0.)E€ A 进一步 ,如 果 
nd* Ar < 1， fo 
则 8 志 0。 从 而 对 任意 给 定 的 8 > 0， 不 等 式 
Ngee gel < ntite dt A 
有 非 零 整数 和 解 9 一 0。 
引 理 2 如 果 不 等 式 组 
pe < 4， 
| Qa 一 | < A;, i 1 ，*。 "9 们 
有 非 零 整 解 (Q,0.,. ,0.), 则 不 等 式 组 
lc 十 十 cx 十 xf[ < dh 
| nd’ Ar!, fl],-**,n 
也 有 非 零 整 解 (《x , 蕊 ) 《xz Xi 进一步 如果 
4 1， 
风光 之 1 ,1 
则 对 和 任意 给 定 的 。 > 90， 不等式 


1 
和 az 十 十 za|( De 4 


= 


有 非 零 整 解 Ee (xz sre) 一 人 。 
* 08 。 


《1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


这 机 个 引 理 证 法 类 但 ,这 里 只 证 引 理 ?。 

证 明 ” 作 线 性 型 

a _ 81， 

fAQ ,Qis ,Ox) ty, (Qui 0Q;_1)， j= 2,-……, 介 十 时 

(AsmR 二 -To Xx) i ll, 
glx Ki X.) a | 4 1 

显然 有 的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， Eis “Bs+1l 的 系数 行 

列 式 的 绝对 值 为 d= 如 dd 关 0， 因 为 


m+) n 
之 hg: 一 Ox 十 10X， 


所 以 帮 二 8 BoH 满足 $4.1 定理 2 的 条 件 ， 由 
fv" -fn 的 定义 及 (4) 式 可 知 不 等 式 组 
{10.00 ,0 El, i~1,..*,nt+l1 | 
有 非 零 整 解 (0,0,,.…,0,)., 根据 $4.1 定理 2, 不 等 式 组 
(sb nd 
有 非 零 整 解 (x, 苹 )， 即 (5) 式 有 非 零 整 解 《x ,元 )。 
车 (6) 式 成 立 , 则 下头 0。 如 果 不 然 ,总 一 9 ， 旭 由 (5) 中 第 
一 式 和 (6) 式 得 知 + 一 0， 这 与 〈*, 部 ) 尼 0 希 丑 。 
若 还 有 (7?) 式 成 立 , 则 (5) 中 的 后 # 个 不 等 式 训 换 戌 
X, 二 wd A7!, fl], 
从 而 
元 mad TI 4 一 mA, 


再 由 (5) 的 第 一 式 可 知 , 对 任意 给 定 的 s > 0，(8) 式 有 非 零 整 解 
f 一 又。 引 王 证 完 ， 

. 定理 1 的 证 明 ”命题 Im 命题 !。 很 定 对 某 ee 一 8 盖 0， 
(1) 式 有 无 穷 多 个 非 零 整 解 夺 一 人 *……，x)， 我 们 来 证 存在 
ss 之 0， 使 得 当 sg 一 es 时 ,，《) 式 有 无 穷 多 个 整数 解 9 盖 0。 以 
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re TA a 


下 ，z 一 (xxzs) 均 表 《D 的 解 。 
在 引 理 1 中 , 取 
二 59) 
则 < 一 (zi……#)%，，(1) 式 显然 有 非 零 徐涛 《x ,zy,……,x，)。 并 
预先 取 。 一 eo 适合 不 等 式 


59 


0<s)<= 5 
如 二 【条 ee 1)8. 


因为 当 max x; 充分 大 时 ， 
A a 
所 以 条 件 (3) 满 足 。 和 1; 存 在 9 之 0， 0 
lgml- -lglg 人 
其 次 ,对 于 (DD) a 对 ， 当 ax, | 和 | 一 co 时 , 必 相 应 地 


得 出 无 穷 多 个 整数 4 >> 0 满足 (IID), 如 果 不 然 , 根 据 抽 性 原理 , 必 
存在 8 的 某 个 俩 9” > 0, 及 相应 的 整数 qi",-.…,g 满足 不 等 式 
(2)， 且 对 应 于 (1) 的 无 穷 多 个 非 零 整 解 3。 所 以 由 (2) 和 (9) 式 得 


mt 


本 [ga 一 4 由 | < or 人 人 4 
twl 


当 max *; ~ 0, 
1< i 


于 是 有 某 个 i 一 六 适合 949 一 9 入 一 0， 因 为 由 4 天 80 可知 g 
天 0. 这 与 1,m,"…*,a。 是 QQ 线性 无 关 的 假设 矛盾 。 

命题 [ 呈 命题 HI。 假定 当 8 一 se >0 时 ，(DH) 式 有 无 穷 多 
个 整数 解 9 > 90， 现在 证 明 存 在 6 > 0， 使 得 当 s 一 s 时 《D 
式 也 有 无 穷 多 个 非 零 整 解 z。 我们 对 实数 a 的 个 数 上 用 数学 归纳 
法 。 

当 #* 一 1 时 ,《D 和 《iD) 两 式 一 致 ， 显然 由 命题 ! 可 得 命 
题 [E。 现 设 ”> 1， 并 且 当 实数 个 数 小 于 > 时， 命题 1 > 命题 
上 L， 来 证 朋 实 数 个 数 为 = 时 ,命题 1 之 命题 I. 令 
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A— A(I9) = aml iiga,i, 
这 里 和 下 文中 的 4 均 表 (I1) 式 的 解 ,于 是 


A 过 gten, . (10) 
我 们 不 站 设 , 当 4 充分 大 时 
Allaml > gt, 《11) 


如 果 不 然 , 则 不 等 式 
gosll lgorll gt < I 
有 无 穷 多 个 非 零 整 解 4, 这 里 实数 个 数 为 = 一 1。 由 归纳 假设 ， 
对 于 某 个 8 > 0， 不 等 式 
Por 十 -十 orl "<1 

有 无 穷 多 个 非 零 整 解 〈r:，…,xs)。 我们 只 须 令 一 《0,*,,…*…， 
xu)， 便 得 到 〈I) 式 《 其 中 8 一 st) 的 无 穷 多 个 非 堆 整 解 z。， 于 
是 命题 【之 命题 HH。 同 理 可 设 , 当 9 充分 大 时 


laall > qe, : (12) 
由 (11) 和 (12) 式 得 , 当 4 充分 大 时 ， 
A™! 心 em, (13) 
现在 我 们 考察 * 的 方程 | 
ng A min (la 一 1， (14) 
1 i 
得 其 解 为 
加 一 19) | 
s0log 9 十 log Cmax lgoill) 一 miog 3 
FO log A 
下 面 分 丙种 情形 来 讨论 
1? 恕 果 对 无 穷 多 个 整数 4 字 0 有 加 < 忆 1， 则 令 
1 十 sof2 
i= max (4, 2 {15) 
记 : 
gt 一 《1 十 ss 一 1 (16) 
岂 C15) 式 可 知 | 


Set < eo. (17) 


由 (10) 和 (16) 式 得 
9 9 A , (18) 
在 引 理 2 中 ,上 
4A A lem, i 1, en, (19) 
则 有 : 
d= Ag i, (20) 


由 (14) 和 (15) 式 , 并 注意 4: 当 4 二 定时 息 4 的 增 函 数 ,可 知 
nd min (lan > 1 
于 是 满足 条 件 (7)， 再 由 (10) 和 (16) 式 得 


1 


1 _ 中 
Hidrhiinag nd A 


< A 
< ng Kt Ta) 
一 ag? 下) < 1， 当 9 充分 天时。 
(21) 
于 是 又 满 走 条 件 《6)， 根 据 引 理 2， 存在 非 零 整 拓 一 (x,**…， 
xn) 满足 下 面 不 等 式 
Hon 十 .十 

a 4" 

> +0) ee A gf (由 (19),(207) 

二 (注意 <1,， 4 一 1) 


案 
se 


二 Wt tt S 《 当 4 充分 大 ,由 (13)) 


* 1i2°。 


名 


2 

gn(l 十 sg) 

根据 (17) 式 ,对 不 等 式 〈II) 的 任意 充分 大 的 整 解 4 > 0 和 相应 的 
1 aA(9), ef — #¥ (Cg) 都 有 


28¢ E 
ze 以 1 十 人 
so) 4n dn 2 


» 
Eo = 


从 型 当 4 充分 大 时 ,有 
lm 十 十 ao 
eg < 1, (22) 
这 表明 对 不 等 式 (II) 的 每 个 充分 大 的 解 9 >> 0，{]) 式 (其 中 
e 一 go) 有 非 零 整 解 这 
此 外 , 当 《ID 式 的 解 9 一 co 夺 , 必 得 无 穷 多 个 非 零 整 向 量 3 


满足 (22) 式 ， 如 果 不 然 , 则 有 某 个 #0 一 (x 入 ,… x 四) 闫 0 与 无 
穷 多 个 整数 9 > 0 相对 应 。 所 以 由 (5) 中 第 一 式 ，(15),《21) 式 可 
知 ， Te 


= (l= 二 
aw 十 -十 a,x 人 9 <ng ten)2—(1—) 


eh 当 9 一 oo。 
闪 此 oz 包 十 … 十 axzOEZ， 这 与 1m as QQ 线性 无 关 的 
和 假设 矛盾 。 人 种 情形 ,命题 ! 之 命题 Ll, 
22 如 果 只 有 有 限 多 个 4 使 得 h 二 1， 则 有 无 穷 多 个 9 使 得 
加 着 1。 由 (14) 式 可 知 , 对 于 这 死 穷 多 个 2 有 


Max, gol > sg, 《237 
由 于 (I》 式 的 整 解 4 的 个 数 是 无 限 的 ， 并 且 对 于 某 个 9， 使 
io 人 达到 最 大 值 al goil 的 下 标 夺 只 有 有 限 个 可 能 性 , 根据 
抽 填 原理 ,不 妨 设 
‘max lao 一 sal|， 当 4 充分 大 。 


* $i3e 


由 (10) 和 (23) 式 得 


(itee) = 
lg lo mA gi, 
lull 


即 


1+ leo 


gool| gool? < 委 ! 
有 无 穷 多 个 整 解 4 > 0， 根 据 归纳 假设 ,存在 ss > 0 使 得 
ors 十 十 asxoll Ra Fa) 1 
有 元 穷 多 个 非 零 整 解 《za 村 从 而 向 量 * 一 (0 zy 


0 是 不 等 式 《ID)〈 其 中 s 一 6) 的 无 穷 多 个 非 零 整 解 ， 因 此 ， 对 
于 第 二 种 情形 ,命题 1 > 命题 ll。 故 定理 证 完 ， 

注 1 本 定理 的 另 一 证 法 , 参见 文献 [31,[5]， 它 的 推广 参见 
文献 [8],[90]。 


3$4.5 线性 型 的 逆转 置 系 


本 节 所 用 的 方法 属于 C. 工 ，Siegel83， 它 本 质 上 不 同 于 前 面 
儿 节 的 方法 . 

定义 1 设 #> 1 是 一 个 自然 数 ,， ~ (zx, )， 
了 一 《ye)。 对 于 过 的 # 个 实 系数 整 变量 线性 型 


AlF) ~ 5 or fl,.*,n, 。 (1) 
令 《Bi)sxs 是 《oi)sx。 的 逆 托 阵 ， 则 称 了 的 #5 个 实 系数 整 变量 
线性 型 
BF 有 一 DBiys i ls 
为 线性 型 系 (1) 的 逆转 置 系 ， 
我 们 来 研究 一 组 线性 地 的 逼近 与 它 的 逆转 置 系 的 逼近 局 题 之 
饲 的 转换 关系 。 
引 理 1《Siegel，1922)62 设 A1(2), BAY) (1 i) 


» i" 


如 定义 1 所 述 , 记 2 一 det(a;j), 令 荡 数 
{* 当 x 之 0， 
0 当 x<0。 
如 果 pn，……,r 是 任意 ”个 自然 数 , 则 有 


Fe 网 十 > ,5 工 PE 一 1 4Cz xe) 1) 


jel 时 


s(x) 一 


(Ces) 人 


为 证 明 这 个 引 理 ,我们 先 作 好 下 列 准备 。 
引 理 2 设 4,'…,ss 是 任意 # 个 实 部 为 正 数 的 复数 , 则 


a p33 3 ep(— iAAx1,** x) ) 


x1 三 一 名 一 


加 > 2 I 十 a 


PIE te yn 1 


| ) 
NN 3 
一 2xi Bi Y) ; 二 


式 中 了 一 V 一 1!， 
证 明芳 志 函数 
Flgs ze ad > OS > 


» “(DD {AiCx1 ts “Xs ) 1s), 


这 是 zi zw 的 按 诸 变 量 的 周期 为 1 的 函数 ， 它 丰 展 成 绝对 收 
化 的 Fourier 级 数 


Ea 


2 we kn exP( 2z 谍 到 5 十 “+ 2)). 


1 一 的 


1 式 中 pT 表示 求 和 范 国 不 包括 四“ my 0 


*1iS» 


我 们 计算 系数 ci。 如 下 ; 
Shrek 一 | F(zs***s sa)expt—2riRz 十“ 


十 kza))Gzl "dz, 


一 了 5 5 DPB lt 


二 #0) OO 2x >， RIE ) dvi- dz, 
j=l 


D3 fe (Das, dass 


了 nm 一 一 四 $1 


en 
te) lss 一 2 bp R(T 一 =)) dr dr 
Fy 
ea Po 
em 二 expi — A ”~ "Ts 
fe (BL) 


一 2ai >) KIT )an: -dr 
jal 


作 挛 量 蔡 换 3 一 4ikr sr) (1 和 1 魏 约 ， 网 变换 的 Jacobi 
行列 式 为 


(nn, “>“ ‘Ta) i d-!, 
Oy, ) 


Dr > 和 区 ppyi] -= 总 Bk ) ¥ 


= > Bi “ky, 
所 以 
Packs = | 。 Pt (yilsi 一 2 BAR, hy))} 


* dy dy, 
» li6”" 


~ I 1 sm( 一 lpls 一 2miBiCb ha) yy 
PT 
注意 
| emp( 一 bla 一 2aiBKC es) ye 


己 | exp( ys 一 ri Bk Ry) dn 


十 | exp{ — yrs 一 2xi BCRk, es sa) YL) dy 


一 ee 
5 2riB (Rs ,RK,) 
1 


» 


$, 一 2x1Bi Ri, ,ka) ”. 


故 得 
二 
Cklks I (- 十 2xi Bikk, Ce 2) 
1 


一 2xi BCki, 本 “3 ) 


最 后 ,在 


PR(zl ze) 一 2) > ctrl 


此 5 一 到 一 四 
exp(2xiKv 十 …- :十 xs 7) 
中 仿 一 … 一 z,。 一 0， 即 得 (3) 式 ， 引 理 2 证 完 。 
引 再 3 设 a,b 是 已 知 实数 , 则 


| = 4 
ori jim 红 $a), C4) 
1 [雪人 1 十 1 - )a 
Dri :of 5 NA 十 25 so— 2mbi / 
(里 老 这 p20, 
4 | (5) 
1， 一 0。 
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证 明 ”这 两 个 积分 用 贸 数 定理 容易 算出 。 为 计算 (4) 式 中 的 
积分 , 取 积 分 画 道 如 图 4.1 所 示 。 对 于 积分 (5), 可 用 图 4.2 所 示 国 . 
道 。 最 后 令 R 一 oo 便 得 结果 。 


{a>0 时 ) 《as0 时 ) 
图 4 图 4.2 


引 理 1 的 证 明 Se 


Ue") 
然后 对 每 个 变量 jj《1 所 ;所 #) 沿 直 线 《1 一 001,1 十 co 人 积分 ， 
应 用 引 理 3 人 恒 得 (22) 式 。 故 引 理 1 得 证 、 
定理 1 设 >1， 线 性 型 系 (3*)，BA3) (lij 所 4) 
如 定义 1 所 述 ，4;《X) (1 安安) 的 系数 行列 式 4 之 0。 又 设 
"fasPsT 为 正 实数 ,满足 关系 式 


1 : 4» \2s 6 C6) 
PT 

A C7) 

T 

如 果 不 等 式 组 

HB 及 1 < 全， 1<i<n | (8) 

有 非 零 整 解 $e Z2*， 那 么 不 等 式 组 
PrENP TH (9) 


证 明 设 9 一 (和 ,ys) 关 0 是 (8) 式 的 一 个 解 。 记 


1 6 
| 
我 们 来 应 用 引 理 1。 在 (2) 式 右边 关于 3 的 求 和 中 ， 只 取 下 列 2: 


项 
土 评 Cyotp ?on)， 大 一 下 


那么 根据 C8) 式 ,并 注意 名 < 在 区 间 《0， 三 ) 中 是 * 的 碱 国 数 ， 
我 们 有 


C2) 式 右边 > 二 人 5(1+2 允 并 


_ sin nk1iBiC Yo, 一) 
xRiiBiCyos :yos) ‘ 


1 TT :7 (se:)) 
> 一 一 下 1 十 28 Up 
a 1 \ Xps ; 


Lt ee 
> -- ?1 二 2 一 /一 一 一 一 1) 
a I { 5 49 十 1 


20 1 


| 
4n 寺 1 


=。 119。 


sm ear 


1 下 2 6 1 
> 一 #( 二 (1— ) 一 小 
d HH "'\xp V4n+l1 dn 十 1 , 
再 由 (6) 式 可 各 
1 | 6 1 Ye 、 
A 


2 | 6 ' 1 24 | 1 | 6 
rp mT( A FI) 本 之 3 43 十 1 


因此 得 到 


《2) 式 右边 > 了 C5》 (10) 
pd 


现在 假定 (9) 式 只 有 疏解 ， 那 么 (2) 式 左边 只 有 一 项 ， 于 是 从 
《10) 式 可 知 

, a 

Dt) 


邑 
1 > Ca: 了 1) 


这 与 假设 条 件 (7) 相 矛盾 。 所 以 (9) 式 有 非 零 整 解 。 故 定理 得 证 。 
作为 定理 1 的 一 个 应 用 ,有 下 烈 定理. 
定理 2 设 zx> 1, a 是 正 无 理 数 ，#， pspr 如 定理 上 
记述。 如 果 有 非 零 束 向 量 〈)#，……，》) 适合 不 等 式 组 


2 
> aitya| SF, 1<ien, 
[8 


站 空 了 


那么 存在 非 零 整 向 量 〈《x，…，x,) 满足 不 等 式 组 
12 ernl Si 1 一 1, |x,| SS zw 
证 明 ”只 须 取 线 性 型 


» 1l20* 


了 OU 


LE ri orins leiSn—1, Ai)— 二 5 
则 其 系数 行列 式 a 一 1， 其 逆转 置 系 为 
有 民力) = aily, + 十 y+ yi lI 
根据 定理 1 便 得 定理 2。 
注 1 其 他 有 关 结 果 可 参见 文献 [1111 及 {124]， 


$ 4.6” 齐 次 与 非 齐 次 逼近 问题 间 的 转换 定理 


.” 定理 1 设 fi(2) (1 之 《扬中 是 变量 3 一 (za,…,z1) 的 
1 个 齐 次 实 系数 线性 型 ,其 系数 行列 式 4 不 为 零 。 如 果 不 等 式 
max, | | < ph (1) 


只 有 唯一 的 整 解 # 一 了， 那么 对 任何 ~ 《B,-…581) ER'， 不 
等 式 2 二 
Inax fC#) pa -A < pd) 元 (2) 


1 


总 有 整 解 3€ 必 、 这 里 


1， 当 14| 之 1， 
one 


2 
lalf, ld <1; 


DAItl wy lol 1, 
$d) 一 2 


lali, 当 la < 
”证 明 对 任 们 一 (8.,…,B1) & Ri!， 因 为 4 天 0， 所 以 存 
在 一 (5,"…,1)& R'， 使 得 
1 fA Bi lAEL. 
我 们 引进 函数 


FCO#) — max | 
容易 证 明 它 真有 以 下 性 质 
FOB) 一 121FCE)， 对 一 邹 4€R， (3) 
F(Z? 十) 所 F(3) + F(2#)， 对 一 切 守 ,2 R', (4) 


* $4 


并 且 (22) 式 可 改写 为 
PR 人 一 8) < ola). 《5) 
因此 我 们 只 须 证 明 (5) 式 总 有 整 解 3€ R'。 下 面 分 两 种 情形 讨论 . 
i° |a| 之 1。 令 集合 
Mm {2i€2, FG—2) < FO)). 
3a) 如 果 Ji 一 多 《 空 集 ), 则 对 任何 2&2， 
FC(#—£) > F(E). (6) 
对 于 变量 (3,w》 的 线 狂 不 等 式 组 
F (一 tl ) < ”2 
I#| < ldl. | (8) 
根据 Minkowski 线性 型 定理 ($ ?2.2 定理 2), 它 有 非 零 整 解 (3* 
w*),。 并 且 ww 产 0。 如 果 不 然 , 当 w* 一 .0 时 ,由 于 (1) 式 只 有 整 解 


# 一 0、 所 以 由 (7) 式 可 知 ，3* 一 0 ， 但 这 是 不 可 能 的 。 必 要 时 
用 《一 壮 , 一 w*》 代 竺 《 苇 ,w*)， 可 以 认为 ” 


1<werid], C9) 
由 (3) ,C4),(7) 和 (9) 式 得 
zk 3 2u 局 
FCa+ 一 的 人 ME 
2x*— {ld|l—! 
11aly 41 E) 
2n*— [|d|]—1 世 
安永 本 i | re. . (10) 
注意 由 (9) 式 可 知 ， 
l2s*— Cid i + les 
— Cal st oD] ol 
所 以 由 (6) 和 (10) 式 得 到 
FN 六 六 [id 一 ! 7 
PO FD <tr 


FC) < Lt!, 
2 


这 表明 2 一 0 是 不 等 式 (5) 的 一 个 整 解 。 . 
b》 如果 昧 关 四 ， 此 时 包 是 有 限 集 ,所 以 存在 #? EZ! 满 
足 
minF(#— E) 一 FPCao — £), 
所 以 
fe 一 站 < FC), 
F(#— 2) > FCC—F)， 对 一 切 3€ mM, 
记 阁 一 3 一 #0， 一 上 一 29， 则 上 式 可 改写 为 
FOE) < FOE), 
FCG 2) PP FCO) 对 一 切 #€ mM, 
特别 当 3& 对 时 ,PC# 一 6) FQ) > PFC). 因此 对 任何 #€ 
Z: 都 有 
F(# — 7) > PFO), 
此 式 与 (6) 式 在 形式 上 完全 相同 。 因 此 ,我 们 只 须 将 (7) 和 (C8) 式 中 
的 向 量 了 换 成 ， 类 似 于 情形 a) 的 论述 ,可 以 得 到 F (8)<< 


31a] + 1)、 即 
FY 一 z) < [|z 二 十 1 


所 以 一 2 是 不 等 式 (5) 的 束 角 . 因此 对 于 14| > 1 的 情形 ， 
定理 得 证 ， 
2。 1d| < 1。 这 时 考 吕 变 量 (2,v》 的 线性 不 等 式 组 
一 zz) 一 1d | (11) 
lz| 所 1. 
根据 Minkowski 定理 , 它 有 非 零 整 解 《io*)， 并 且 v* 一 土 1. 
如 果 不 然 ，v* 一 0， 由 于 (1) 式 只 有 整 解 = 一 0， 所 以 由 (11) 式 
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可 知 入 ~ 0，, 这 是 不 可 能 的 。 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 v 二 1、 于 
是 (11) 式 表 衣 

‘FCG — 2) < dli, 
即 一 丰 是 不 等 式 (5X( 当 |d| 之 1) 的 整 解 。 于 是 定理 1 全 部 

注 1 当 |d| 守 1 了 时 , (2) 式 右边 的 党 数 不 能 换 成 1 事 

实 上 ,这 时 取 3) 一 dp 有 人) Zt QE), 四 

8 (0， 5 ,0), 
则 (1) 式 只 有 唯一 的 等 解 一 了， 而 对 任何 了 Zi， 有 

max |f < 一 人 > a 


定理 2 设 C,X 为 正 实数 ， a 是 变量 # 一 
《xi xa) 的 加 个 齐 次 实 系 数 线 狂 型 。 如 果 不 等 式 组 
iD <C, 1<i<m,, 
xi 一 1<i<n 
只 有 唯一 的 整 解 主 一 0 ， 那 么 对 任何 一 《wm,… sae) 《 R", 不 
等 式 组 ; 
ME 一 ol 天 Co leiEm, 
la] < Xi 
有 整 解 #€ Z"， 其 中 C1,X， 是 依赖 于 C,X 的 常数 ; 
CChC TK"), KX XplCT KX), 
函数 四 如 定理 1 中 所 定义 。 | 
”证 了 明 ”在 定理 1 中 取 1! ~ mw 二 zs， 并 取 线 性 型 
CCLACG)— p14) 1 AAS 
f(z,5) I 十 1 和 丰 和 当 十 YY 
其 中 变量 X¥,7) (zy “Xeoylz "9 y»). 容易 计算 线性 型 的 
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行列 式 “一 2 “X 定理 中 的 假设 条 件 表 明 ,不 等 式 . 
Du, IiaC#,7)i 1 


只 有 唯一 的 整 解 (z, 孙 一 8E RI， 当然 , 当 d 过 :时 


‘max [fz 了 )| < a 


也 同样 只 有 (#,3) 一 0 是 整 解 ， 于 是 定理 1 的 条 件 (1) 满 足 。 现 
在 再 取 5 一 (Ca Cos 0 0)6BR'， 根据 定理 1, 不 等 
式 
fz, — Bil < ld) 

有 整 解 , 即 得 本 定理 的 结论 部 分 。 证 完 。 

注 2 由 yd) 是 141 的 增 函 数 ， 定 理 2 表明 ，C,X 越 大 
《小 ), 则 C1,X 越 小 (大 )。 区 名 话说 ， 齐 次 逼近 问题 与 非 齐 次 通 
近 问 题 不 能 同时 逼近 得 好 。 


推论 1 设 了 为 正 实数 ， 在 定理 2 中 ， 如 果 C 一 7X， 则 


Ci 一 5X，*， 其 中 5 是 只 与 :mmsa 有 关 的 常数 ， 
证 明 ”由 定理 2 可 知 
Chr ®), XI = er 
6 一 r(b(re)) 全， 
则 推论 得 证 ， 
定理 3 设 Li(t)(1 < i1<< m) 是 变量 主 一 (xi,*…,x。) 的 
吉 个 实 系数 线性 型 ，Mj(G3)(1 < js 由 是 它 的 转 置 系 ,其 中 j= 
《yi 2 如 果 不 等 式 组 
HLA2)— ai < Cs 1m i i 
lzj<X,1<i<s, (2) 
对 任何 一 Ca,-… 6m) BR" 都 有 整 解 #， 那 么 不 等 式 组 。 
lM ED, 1<i< +, 
yl<U, Si<m (13) 


-5 。 


的 唯一 的 整 解 是 一 0 Zn， 其 中 
De-= 《4 放飞 71， 1 一 (4mC.) 1, 
证 明 注意 ,对 于 转 置 系 有 等 式 
2 LA 一 六 Mi)。 


如 果 存 在 非 零 整 向 量 满 足 (13) 式 ， 则 可 取 一 《am, -yaua)e 
Re 活 合 Dyn re 于 是 由 (12),(137 有 


二 -| yo < | 2 yl 一 Li(#)) 
十 | Pi 站 


<mvc +| | | 


| 


1 1 
mmUC) + nXD 一 地 0 
这 是 不 可 能 的 。 于 是 定理 得 证 。 
注 3 本 定理 表明 ,如 果 非 齐 次 通 近 问 是 
LEAR) 一 ol < CA Ei m), |sil < XO IE) 
有 整 解 #3， 则 不 等 式 组 
HMA2N SS Dijin), [yiUUEi< my 
没有 非 零 整 解 。 再 根据 $4.2 定理 1, 不 等 式 组 
LRN < Cli m), |zx;t 去 XC1 < ) 二 名 7) 
也 没有 非 零 整 解 ， 因 此 ， 定 理 3 是 定理 2 的 (间接 ) 逆 命题。 它 的 
直接 道 命题 将 在 $ 4.7 中 给 出 。 
注 4 如 果 取 PD = nxX)"*, UU 一 pmC1)!, 其 中 4,p 是 


适合 1 十 pr 一 地 的 正 实数 ， 那么 定理 3 的 结论 仍然 成 立 ， 另 
外 ,如 果 wi 那么 (12) 的 第 一 式 中 的 “过 ”可 改 为 
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“< "号 。 
推论 2 设 y 是 正 实数 。 如 果 Ci 一 YXi 玉 ， 则 D 一 5U 悦 ， 
其 中 8 是 只 与 7,m,n 有 关 的 常数 . 
证 明 ”由 定理 3 中 的 C,,X,,D, 吕 之 疗 的 关系 可 以 推出 
Do (4nX) om An) CH)? ~ C4nr Ty! Ct 
一 C4n7 7) C4mU -7 “= (4n (4m7) UE, 


只 须 取 5 一 《4n (4m7)*)'!， 便 得 推论 。 

综合 上 述 结果 得 到 

定理 4 .下面 四 个 命题 互相 等 价 ， 

(ID 存在 常数 六 0 使 得 不 等 式 组 

上 GD < 7 ign), ls XU I 
当 X 1 时 无 非 零 整 解 元 

GD 存在 常数 ”> > 0 使 得 不 等 式 组 

IMAOO SnU SI yl SU EiSm) 
当 U 守 1 时 无 非 零 整 解 了. 

(ID 存在 常数 7 > 9 使 得 不 等 式 组 


MLD 一 a 7X SiC m), fv! < XCI 二 je 
当 X 之 1 了 时 对 一 切 &€ R” 有 整 解 2. 

《IV) 存在 常数 7 > 0 使 得 不 等 式 组 

lM 一 P70 Gi<n), ly!l UCUSCiSm) 
当 上 之 1 了 时 对 一 切 BE BR 有 整 解 7。 

证 明 根据 推论 1 可知 (DD) > 《11)， 以 及 (DD > (IV). 再 
由 推论 2 可 知 (1 = (1D 以 及 (IV) > (DD)。 放 得 定理 4， 


$ 47 Birch 定理 


现在 给 出 上 节 定 埋 1 的 身 接 逆 命 题 。 
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定理 1 (Birch，1957 )47 设 (Cl 宝 《< 生 站 是 变量 # 一 
《xz 的 了 个 齐 次 实 系数 线性 型 ， 其 系数 行列 式 4 不 为 零 。 
如 果 对 于 每 个 8 一 (8 8) 6 Rr， 不 等 式 

max, EAC A 
有 整 解 去 E Z'， 那 么 对 所 有 非 鹤 整 向 量 * EZ 有 
-max 有 交 aL 


1251 . 


为 了 证 明 这 个 定理 ， 需要 下 面 有 关 数 的 几何 方面 的 两 个 引 理 . 


引 理 1 设 腕 是 ! 维 Euaclid 空间 Ri 中 的 以 1 为 对 称 中 
心 ,含有 点 (0,*-,0,+p Ou> 0) 的 闵 凸 集 ， 又 设 腕 , 是 鹃 
在 超 平面 x 一 0 上 的 投影 , 即 

统 , 一 好 柱 一 (zi-0D， 至 少 有 一 个 ?使 (zy)6 过 }. 
如 果 用 了 和 T。 分 别 表 示 家 的 ! 维 体积 和 家 , 的 上 一 工 维 体 
积 , 则 有 | IV > 2aVo, 

证 ”对 于 任何 固定 的 ze 弦 ,, 使 (3,y)6E 弦 的 一 切 y 构成 
一 个 闭 区 闻 入 ) 委 ) 生 om 让， 作 * 对 称 化 "变换 


7T: Fy) 十 na)， 
则 弦 在 工 下 的 象 是 集 ” 


— TC(R) ~ {G9) lie Bo, 19| < YO) 
+ Cw 0) ~— me)}. | 
首先 ,我 们 可 以 计算 出 9 的 体积 VCS7) 一 了。 事实 上 ， 
jo 


ER 


| -GD 一 | - -| CnC) 一 Th 于 ))a 计 


Em 长 雷 b 


1) 对 于 9 中 的 点 《By ) 仍 用 《zy》 表示 ， 
19+ 


Pc a A 
一 | dy jdz = didy 一 了, 
/> 2 N\A nr) 7 
SE (1)Em 


其 次 ,我 们 来 证 明 5 是 钙 集 ,实际 上 , 设 (zesya)e (i 一 
1,2)， 则 点 (39,m(30)) (i 一 1,2;j 一 1)2)e 弦 ， 因 为 鹃 是 
凸 集 ， 根 据 $ 2.2 引 理 1， 以 上 述 四 点 为 顶点 的 四 边 形 包含 在 家 
中 。 在 变换 T 之 下 , 它 变 为 2 中 以 (#9, 土 Y(#0)) (i 一 1,2) 
为 四 个 顶点 的 四 过 形 。 因 为 连接 《so,yo) (i 一 1,2》 的 线 肥 在 
这 个 四 边 形 中 ,所 以 也 在 2 中 ,这 就 表明 2 是 凸 的 

令 点 集 国 

= {EE ,0) + (1 — 1)(0,+p) 

— ,+ Dp), OLE!, BE€ RB} (1) 
容易 证 明 ,C57 事实 上 , 因为 (0, 土 四 6 过 所 以 nC0)< 
一 pm(0) 之 p，Y( 了 ) 之 jp， 因此 《0, 土 和 DE 5 此 外 ,对 
任何 ze ,及 ,0)€ 9 由 97 的 凸 性 可 知 ,连接 (0, 士 由 
和 《#,0) 的 线段 包含 在 9 中 ,也 就 是 说 ，5974 忆 59。 不 淮 看 出 
9， 是 一 个 纺锤 形 的 “ 双 锥 体 "， 由 上 锥 体 了 ,和 下 锥 休 万 ， 组 
成 ， 它 们 的 顶点 分 别 是 《0 ,A 和 (6 一生， 而 家 ,是 它们 的 
公共 底面 。 

最 后 ,我们 来 计算 57, 的 体积 。 由 于 对 称 性 ， 只 须 计算 上 欠 


体 ,的 体积 ， 记 圭一 〈 呈 5)。 由 (1) 式 可 知 品 一 《1 一 
2)p, 并 且 当 0 志 4 志 1 时 ,有 0 所 三 二 p。 我 们 解 出 


a 
EF 


于 是 站 一 (5 大 于 上 锥 体 fi 的 充分 必要 条 件 是 
一 人 一生 ) ma 1 < 二 一 0S5 Sp 


《xu ee 1 € Ko 
由 此 可 知 
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VG) 一 2 人 | 4 
A 


-2f( [| di dt ) db 


#4={ rk 
1 —1 
(rir rE 


本 | 人 -|G pr 外) dx1'* -人 


rEtAs 
mm S -一 5 tt 人 ee was 
2 > 1 p dt dx | 
了 人 me 
一 2 了 Fu 


由 以 上 论述 不 难得 出 允 一 (22)] 六 GD 一 2 下 pV。， 故 引 理 
得 证 

引 理 2 设 集 腕 SR*， 并 且 对 任何 ze R*。 存在 站 ER 适 
合 半 宇 Emodl) ( 即 这 一 ze Z*)， 那 么 鹃 的 体积 V( 霓 ) 之 
ls 
证 明 不 妨 设 VC 弦 ) < oo， 对 任 一 半 一 (wxe)E Zn， 


记 
人 二 ) 一 二 这 一 《xz x) 天 ， 1 
[上 二子 二 央 : 
则 
克 一 U 六 ， 
RE ZT 
又 记 


{iE bs) ER 0 二 总 < 区区 本 ， 
出 9 中 任意 两 点 均 不 同 余 ，mod1。 根 据 假设 , 对 每 个 Ee 9v， 
存在 &é Z* (不 唯一 ) 和 ze 殉 ( 人 办， 使 下 = 式 mod1)。 因 此 ， 
将 每 个 呢 ( 刘 平移 一 个 适当 的 整 向 量 , 它 们 将 覆盖 2 ， 故 得 
MAC SE MACACODP ACOIAIN 
Rez? 
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于 是 引 理 2 证 完 . 
定理 1 的 证 明 现在 我 们 定义 集 家 
三 | max IAD! < 14}, 
[| 
显然 它 是 中 心 对 称 的 1 维 闭 凸 集 。 然后 再 按 引 理 1 定义 弦 ,,，V 
和 TY。 
首先 , 任 取 一 整 向 量 各 0 ， 记 
4 — max, lfal2")|, 
并 记 zu 一 |#?1 天 0。 显然 zw6R， 且 zw 22 1， 在 模 Z* 中 适 
当选 取 基 底 后 ,不 妨 可 设 #0 一 (0,-…,0,xw)， 由 于 


aX [fCa®) | 一 |aroul 一 lo， 
了 下 吧 


所 以 |eozi 一 天 过 1。 从 而 max | fa(0,° 0, 寺 20)| 1, 
妈 《0 0, 士 176 静 。 


计算 家 的 体积 
T 一 -| 一 作 -| dz 
TCD 
[2 和 和 | 


作 变 量 蔡 换 5 一 了 (让 ,1 世人 得 - 
v = 2 aas la. 


其 次 , 按 假 定 ,对 任何 5 一 《6,51m) 《 R*， 存 在 整 向 重 

3 (3° ' “1) ED! 满足 
[fCe* 一 一 | < 1, 1<t<h | | 

其 中 束 一 (z0)， 即 2* 一 #3€ 弓 。 记 i 一 5)。 则 
EE 2 并 且 区 三 ECmod!1), 根据 引 理 2， T。 

最 后 ,根据 引 理 1,: 有 

1 24 2 

故 得 明王 
2V 2 dd 壮大 2753z。 
因为 ¥" 是 任意 非 零 整 向 量 ; 所 以 上 式 有 边 与 各 无关。 于 是 对 
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一 


任何 # 关 0 有 
ial 


max [fi(2)1 > > re 


故 定理 1 得 证 。 
习 题 


1 设 save R。 如果 存在 常数 C > 0 4 > 0， 使 不 等 
式 组 


far 4 -xsl CC Dax Ix|) ", max, lx| 之 4 
没有 非 零 整 解 《zi “st 那么 不 等 式 组 
go < cong (1 和 gg> 4 
也 没有 非 零 整数 年 4。 


2. 证 明 下 列 命 题 与 $4.1 定理 2 等 价 : 
设 # 之 2 是 自然 数 ， 这 一 《zx 


fz) 一 De jj, £3) — Dbiy, 1 和 ;< 和 az 


是 ?n 个 实 系数 线 性 型 。 系 数 行列 式 det(on) 及 了 一 det(25) 不 
等 于 零 。 如 果 双 线性 型 


PE 一 2 12)e:C3) 一 人 


有 整 系数 cl 所 i 所 w)， 且 不 等 式 组 
iA! < 5, 1 Si<n, rz 
有 非 去 解 2 二 全 那么 不 等 式 组 ey 


max |gi(F){ < (nC— D lat max TT 
有 非 零 整 解 了 e 27 
3 设 (全), gi C3) 《+ 守 委 #)》 如 上 题 所 述 ， 且 上 题 条 性 成 
立 。 记 1 一 《zjlx eT ， 则 不 等 式 组 
“ 1321 


max |g:3)| < max D7! 
Ga 1<1<a fF 


有 非 零 整 解 了 

直 此 导出 $4.1 定理 2。 

4 fiD，8(D(1 < i <<) 如 上 是 所 述 ,上 且 关于 0C#,3) 的 
条 件 成 立 , 那 么 对 于 任何 非 堆 整 问 最 ze Zr， 不 等 式 - 

max, [gD < Cn — Dal max (far 

有 非 鹤 整 解 交 

5. 应 用 $4.5 公式 (2) 证 明 Minkowski 线性 型 定理 《5$ 2.2 定 
理 2). 

6. 设 # 之 2 为 自然 数 ，w > 0, cb ari€ 索 。 如 果 对 于 
充分 大 的 X > 0， 不 等 式 组 


天 一 全 
za 十 DD ozs | SSX, |r| SAC EI Sn 1) 


[ed 


有 有 非 零 整 解 《%，,*… ,x,)《 Z"， 那 么 存在 常数 C 一 Casm)y > 
和 YY 一 Y(n,w,X) >> 0 使 不 等 式 组 

[9; — ojiyas| = CY -ir (li 1), ly| <Y 
有 非 零 整 解 Cy,,-… :ys。)。 

7. 设 和 六 2 为 自然 数 ， c > ,me R, 如 果 对 充分 
大 的 X >>01， 不 等 式 组 


|x; — oix, | XA Qi<n—1), lr|<X 
有 非 零 整 解 〔《 xs Z", 那么 存在 常数 C— Ct{n, wm) > 0, 
Y 一 Y(n,w,X) 之 0， 使 不 等 式 组 


于 一 】 


|> 十 > Cys | 心 CY-s-Dute, Ly,| <Y,1<i<n—1l 
[| 


有 非 等 整 解 (yy,)。 
8. 设 Li(3)(1 所 1 所 m) 是 变量 一 《wi,--…,x,) 的 齐 次 实 
系数 线性 型 ， 和 7) (1 SIE 是 它 的 转 置 系 ， (Cy, 


eA33* 


y。)。 试 证 明 : 对 任何 6 > 0， 不 等 式 组 
IL:(2) < aX, zi 过 X，1<si<m Li 


对 所 有 充分 大 的 都 有 整 解 半天 了， 当 且 仅 当 对 任何 8 之 0, 不 
等 式 组 


人 HK 区 < 让， <Y, ISiSm, ISi<# 
对 所 有 充分 大 的 了 都 有 整 解 7 


?下 


第 五 章 ”代数 数 的 有 理 通 近 


本 章 目 的 是 证 明 关 于 代数 数 的 有 理 迁 近 定 理 ， 这 是 丢 泪 图 通 
近 论 中 一 个 非常 重要 的 著名 定理 。§5.1 中 我 们 简 述 这 个 问题 的 发 
展 历 史 。 $55.2 一 5.14 是 预备 引 理 和 辅助 结果 , 它 大 体 上 分 两 个 部 
分 ,一 部 分 介绍 指标 概念 及 其 性 贰 , 另 一 部 分 是 关于 平行 体 的 相继 
极 小 的 概念 和 性质 。8$5.15 给 出 Roth 定理 (一 个 代数 数 的 和 逼近 定 
理 ) 的 证 明 . $5.16 给 出 一 般 情 形 , 即 Schmidt 代数 数 联 立 逼近 定 
理 的 证 明 。 本 章 末 的 附录 中 给 出 本 章 主要 结果 的 关系 图 解 ， 以 助 
于 了 解 全 章 证 明 结构 .。 

关于 Schmidt 定理 的 进一步 推广 ， 可 参见 文献 [86]，[87]， 
[891,[91],[92] 。 关 于 它 的 应 用 ,可 参见 ,例如 ,文献 [9]。 


851 历史 概述 


在 $1.1 一 1.2 中 , 我 们 已 经 看 到 有 理 数 具 有 最 佳 逼 近 阶 94， 但 
对 于 无 理 数 ， 情 形 复杂 得 多 。 匹 理 数 具 有 荧 近 阶 了, 但 了 是否 是 
最 佳 下 近 阶 昵 ? 根据 §1.7 定理 1, 应 当 区 分 不 同类 型 的 无 理 数 来 
研究 。 人 们 发 现 ， 一 类 无 理 数 即 代 数 歉 恰 好 具有 最 佳 逗 近 阶 4。 

1844 年 ， 本 Liouvillje'2 首 先 证 明 

定理 1 (Liouville) 若 a Ee d 之 2 的 代数 数 ， 则 存在 


常数 C 一 CCa), 使 得 对 任何 有 理 数 二 ， 有 
| 一 09 《1) 


自 此 可 知 ， 代 数 数 不 能 被 有 理 数 很 好 地 逼近 ,特别 地 ， 不 等 式 


“135« 


|* 一 二 | < x>d (2) 
只 有 有 有 限 多 个 有 理解 二 


证 明 设 PCx)EZfz] 人 
数 为 az > 0, 又 设 aa 一 ac- ,a 是 a 的 共 思 元 , 则 


ML 一 9P (二 )-= ru HS- ) ez (3) 
因为 sa,-- a0gQ, 所 以 让 天 0, 于 是 |M | 21， 
若 | > 1, 则 适当 选择 常数 C 可 得 (1) 式 .因此 可 以 假 


el 从而 | 二 | < io 十 1 于 是 


a —2| < I C1 十 je 十 aol)。 
最 后 由 (3) 式 求 得 
| 中- (人 
> g “en HI (1+ lel 十 la 一 Cg 
站 
CCc(o) 一 他 I 《1 十 ja| 十 |ee| 六 1 


于 是 定理 1 得 证 ， 
我 们 关心 的 是 ,(2) 式 中 的 指数 的 最 佳 值 。 对 此 有 一 系列 历 
史记 录 : 


A. ThueC1909)” 4 > 本 十 全 


C. L. Siegel(1921)°, p> 2 ad; 


F. J. Dyson (1947)) | ， 
> V2d; 
A. D. Tenpgpona | 《各 自 独 立 ): 天 V24 


“135“ 


K. FP. RochC1955), >> 2, 
由 $1.1 推论 1 可 知 ，Roth 得 到 的 结果 是 景 好 的 。 其 体 地 说 ,他 证 
了 明了 

定理 2 (Roth》 如果 a 是 次 数 d 之 2 的 实 代 数 数 , 则 对 任何 
8 之 0, 不 等 式 
Pp 1 
| g 二 人 4 


只 有 有 限 多 个 解 ， 
这 就 是 著名 的 Thue-Sicegel-Roth 定理 ， 六 羔 获 1958 年 国政 
数学 家 大 会 Fields 奖 。 
1970 年 ，W. M.Schmidt{ 将 Roth 定理 推广 到 联 立 逼近 
的 情形 ,他 证 明了 下 列 两 个 定理 ， | 
定理 3A (Schmidt) 设 am ……:e， 是 实 代 数 数 ，lymy 
a。Q 线性 无 关 , 则 对 尾 何 6 > 0， 不 等 式 
ec -lgrs gr < 1 
只 有 有 限 多 个 整数 解 gq 之 0， i 
定理 3B (Schmidt) 没 m,……,a。 如 定理 3& 所 述 , 则 对 和 尾 
何 6 之 0， 不 等 式 | | :| . 
ae + que es < 1 
只 有 有 限 多 组 解 《qi,*… ,4 《2"， min, i > 0. 


”由 541 定理 1 可 知 ,定理 3A 和 和 定理 3B 等 价 , 6 因此 我 们 今后 
只 证 明定 理 34， 当 # 一 1 时 , 定理 34 和 3B 都 成 为 Roth 定理 ， 
因此 ， 我 们 略 去 Roth 定理 的 原 证 ,只 是 作为 Schmidt 定理 证 明 
的 一 部 分 在 $5.15 中 予以 证 明 。 关 于 Roth :定理 的 不 证 可 参见 文 
献 [241 和 {80]. 

注 1 由 Liouville 定理 可 知 , 当 。 ne 一 2 时 ， 存在 党 


数 C 一 Ca)>0， 使 得 对 任何 有 理 数 过 , 有 


e 一 2 | > C9 (4) 


el37 。 


这 个 结果 比 Roth 定理 强 。 但 对 于 d 之 3， 还 没有 发 现 一 个 代数 
数 ,能 满足 (4) 式 。 S. Lang5c9 在 1965 年 曾 猜想 ， 对 于 次 数 不 低 
于 3 的 代数 数 =， 不 等 式 


?| i 
一 一 | < 一 一 一 一 
i glog g) 


当 * 之 1 或 5 之 mm(c) 时 ,只 有 有 限 多 个 有 理解 于。 


§5.2 Roth-Schmidt 指标 


设 m, 【 是 自然 数 , 我 们 记 
RB hER, 1ShEm, 1 <hel; 
Do (REZ, 1 SAEm 2 
并 令 
{x*z} Cr Tat sa Tt Lm) 
{x»} 一 《xn A 1 
我 们 约定 ,本 章 中 出 现 的 下 标 关 和 3, 都 如 此 处 所 示 。 
将 m! 个 变量 {x;} 的 实 系数 多 项 式 环 记 作 
RR[llxx}1, 


并 将 鹏 中 任意 元 素 P 了 表 为 
已 一 P({zz}) 一 六 eC{kz}) TI xz>， (1) 
人 可 
式 中 
2 + Wet - x -- x “+ xs 


ee 1&;} 《RN kus ka Rs ska" Km}s 
其 中 址 为 非 负 整数 ， 此 外 我 们 还 记 
2 一 (xyzizs TH) he 1,2,- “了 
于 是 {*3} 一 (名 ,二 ，-……, 计 s)。 
对 于 在 一 (eases G1) €R'， 作 下 列 以 高 为 系数 的 去 
» 135. .. 


& 


的 线性 型 
Ls w= LR) 一 i BD et hm l,m, 


本 章 中 ,始终 假定 让 - aR’ 且 非 零 向 量 . 不 失 一 般 性 ,可 没 


OP 0, hml,..,m,。 
Ox 


td i 为 书写 简洁 , 记 高 阶 混合 偏 
导数 运算 为 


人 ( 0 ) per | 
poi “~ OXh Bru -Ox 2 
定义 1 设 ,rm ENN, 上 ,LL 分 别 是 过,-…, 革 ,的 
不 恒 为 零 的 线性 型 ， 把 多 中 非 霉 多 项 式 (1) 表 成 上 ,*… ,5L。 和 
{x>} 的 多 项 式 | 


下 PC{zz]7 ee 5 人) 工 ia ~ 
和 
式 中 {jz} 一 《jp joyj hr ,ja i 这 种 表示 
法 是 唯一 的 。 我 们 把 
ne 世 下- im} 


fm - 9 


a yd 


un 世 Ee | 5 地 中 


称 为 了 关于 PE EY oi sm 的 指标 人 Schmidt 指标 )， 
并 记 作 IndP (lL,***， La}ris°** 0 - 
若 P 三 0 ,; 则 规定 lndP(Ls ->Losris “re) 一 十 co。 


由 定义 容易 推出 下 面 几 个 简单 外 硕 ， 
性 质 1 将 多 项 式 (1) 吉 为 ro。 的 多 项 式 
PCtzzD 一 2 (fszDD LE 02) 
则 有 


lndPCL 了 my) 
。 139 ， 


-= min 世 ee a Pi CAxs})E0 | 
性 质 2 设 IndP(L Loire 7m) 一 < 十 oo, 则 在 
子 空间 工 ; 一 工 ; 一 …' 一 工 。 一 0 上 , 当 
有 十 .十 细 一 。 


ry Li 


(HEY) epees 


并 且 至 少 存在 一 组 (iv ,i-) 适 合 让 十 i 十 生 一 ey 全 
过 上 六 四 


(让 (2 ) PCtezD 关中 
类 似 的 结论 对 于 站 
二 (1 (58) rm) 
也 成 立 。 

证 明 根据 性 质 1, 结论 的 前 半 部 分 显然 成 立 。 为 证 后 半 部 
分 ,只 贫 注 意 , 在 子 空间 一 一 … 一 上 -一 0 上 ， 


加 (了 ro 


k=1 


3 3 PE 人 i JI 【Ss 2) 


Cm) - kiN Or 


Ep 
be 下 人 (ia (a ) paxs)), 
并 且 已 约定 95 0,4 一 1,2，.…，m。 故 得 结论 ， | 
性 版 3 设 线性 型 
Li Lilt) drR, FA—1,..*,m, 
其 中 i (a -0 ER 天 0， 对 于 鹏 中 多 项 式 (1)， 及 非 
2 440 9 


负 整 数 本 sim; 记 
Plsin({xs}) 


- (从 机 ( 汉 六 )retepl 


A=1 fa 、 


如 果 卫 关于 是 齐 75 次 的 ，h 一 1,-…,m, 令 
Pr({zzj) ~ Poin {ea}) [2m 一 0， 
则 P* 关 于 Cras ks) 是 齐 ry 一 只 的 ， i 1 ,my 且 > 
P+({xz}) 一 Dye*C {Rs}) Tl 43, 
说 


-_ 
zatt Po Ed Hs 


其 中 诸 系 数 o* 是 (1) 式 诸 系数 * 的 线性 组 合 。 此 外 ， 如 果 对 任意 
适合 上 十 … te 的 (it………, 说 ) EZ” 时 , P* 二 0, 那 么 


IndPlLi,- :+ Lasri,* .rr 2 人 
证 明 把 多 项 式 了 表示 成 (2) 的 形状 。 因为 P 关 于 名 是 齐 + 
次 的 ， 办 1,- -ts 所 以 PivinC {rs}) 关于 《xia “ -1) 是 
齐 rT 一 让 次 的 ,4 一 1,…* ,wm; 并 且 易 见 
powmim( {xs}) 


ee ,2 Pir-jn {xy}) 1 (二 【Cs 如 小 wy) : 


{pal 由 
> oe Pi,. Cts Ly Le 有 Lv， 
人 为 亚 工 , 
易 知 : E 
Pp*({xe}) 一 ofat tr prs C{xs}), ed 

由 此 可 得 结论 的 前 半 部 分 ， 结 论 的 后 半 部 分 可 用 类 似 于 性 质 2 的 
证 明 方 法 而 得 到 。 证 完 。 ， 

性 质 4 设 P,0€ 呢 , 则 

(i) Ind(P + 0) > min(lnd? ,Ind9), 


?44 + 


Kiiy Iud( PO = IndP + Indo. 
Cii) Ind OF > InaP — ,ho 1 ,mk 1 
Ox ry 

证 明 是 显然 的 。 

注 1 由 性 质 4 可 知 ,指标 是 RO{xx}) 上 芍 一 个 非 ”Archi- 
medes 赋值 。 

定义 2 设 Pe RTxy xm] 在 成 (C01,° "mn) EE RY” 处 有 
Taylor 济 开 式 


Pa xz 一 BD) eic 一 ah Kx 一 im)ime 


et i) 


又 设 yt srm EN, 我 们 称 
min 志 + .…， 十 所 
8 r 


op o} 
为 在 点 《ay…， 0am) 关于 rr 的 Roth 指标 ， 并 记 作 
R-IndP(a ansriy rw) S: 
性 质 5 车 PCo,-… 5,06),71，"…，7?。 如 定义 2 所 述 ， 
degeiP 一 ti 1 
在 P 中 把 牙 换 成 戏 闪 得 到 的 多 项 式 记 作 
PICzs °° ,zw3yi -5ym)， 
并 令 
Li= LilCa, Nn ,yn) 
ryt 1 
那么 有 四 
IndPi(EL -3 工 3rt rm) 
一 及 一 IndPkal cm3rft ,rm) 
证 明 ”由 假设 遇见 和 
PICxz “xml 1) 一 Pr ,xm) 
oi > Ginjim 人 A dy -xm 一 donDin， (3) 


Gri 


如 果 把 已 表 成 
"1 


> CNC TA (4) 


dh) 

由 于 忆 关于 xs 是 齐 太 次 的 ,太一 1,…,m, 那 么 (3), (4) 和 
式 中 的 项 数 相同 ,并且 aii 一 aia《1l,*…,1)， 由 此 可 得 结 
注 2 出 此 人 性质 可 知 ，Schmidt 指标 是 Roth 指标 的 推广 。 


$53 组 合 引 理 


引 理 1 设 +r,JEN, 则 满足 二 十 … 十 二 一 + 的 非 负 整 数 
组 《it ;17 的 个 数 是 
r+i—1 r+ri—l1 
i 
证 明 可 对 7 用 数学 归纳 法 证 明 。 或 者 用 母 函数 方法 证 明 如 
下 : 对 于 |x| < 1, 有 


(se (2 2 二 


另 一 方面 ,用 二 项 式 展开 ,有 
VE 


比较 系数 , 故 得 结论 。 证 完 。 
引 理 2 设 riy- -reeI 则 满足 方程 组 
Di mA 


及 不 等 式 


ea ] 星 3 > 


| Bar 一 mi > em (se > 0) (1) 
的 非 负 整 数组 { 壤 } 的 个 数 不 超过 
a a rai—l\ en 
2( 一 1】 a 一 ) We 
证 明 《1) 式 可 以 表 为 
一 立 iT 实 80 及 魏 一 6m。 


入 三 】 


我 们 分 别 反 到 全 这 两 个 不 和 区 的 下 仙 天 雪人 M1, 
M,, | 
首先 ， 用 {cs) 表示 适合 
zi 十- . 十 和 一 站 一 < < 魏 闫 委 二 
的 非 负 骆 数组 (iD 的 个 数 ， 根据 引 理 1, 我们 有 


(2) 


一 了 7 一 
组 全 公式 (? "1 ) 一 (4 ): 师 
So) > 
还 可 看 出 
-Bi a (4) 
其中 水 和 和 条件 CA 是 


0CGSr(l 人 eh nm), mi 一 bp cari! 2 Em 
由 此 得 到 
er 所 了 Sk Coe): falco) 


m= 


. en 一 > cr 


» 144.* 


3 pb -face) 


trp 


g em 人 (宇和 《三 : 一 cri') 


II (> faCer)exp (Sr — cri') J) (5) 
其 次 ,对 于 固定 的 , 记 < 一 car 一 rsf 一 友 ， 则 有 


< > fCe) Q 十 2 Uli—er')+ 于 (I 一 cr ) 
< > fCe) @ 十 <) 地 fc 一 cr)) 


(Dee 
这 里 第 一 步 是 用 到 不 等 式 e < 1 寸 x 十 了 ( 当 !zl < 十)， 最 后 
一 步 是 用 到 不 等 式 。* > 1 十 x ( 当 x > 0) 和 (3) 式 。 我 们 注意 
PAO ea DE 一 oo 


一 《六 一 1) Pidtm eo) 
ee 0 1)+m De 中) 


(由 (2?,(3) 式 ) (7) 
由 数学 归纳 法 易 知 
- c 十 ?一 2 二 
于 -人 Re )-ra—m 1 ) >0). 
因此 ,(7) 式 右边 等 于 零 ， 故 从 (6) 式 得 到 
| "443 。 


Dew (5 C1! -er )< 人 
恢复 记号 c 一 cs，r 一 站。 由 此 式 及 (5) 式 得 到 


本 四 十 /一 1 rm 十 7 一 | ptm 
We tt, 
一 1 1- 


因此 


me C8) 


类 似 地 ,我 们 可 以 验证 ,\《8) 式 中 的 Mi 换 成 M; 也 成 立 。 于 是 
引 理 得 证 . 


$54 多 项 式 引 理 


设 Pe 统 ， 我 们 用 |P| 表 示 多 项 式 了 的 高 , 即 P 了 的 系数 绝对 
值 的 最 大 俩 . 如 果 了 是 况 的 齐 rs 次 多 项 式 , 则 称 了 为 训 的 rs 次 
齐 式 。 

引 理 1 设 PE 统 是 高 的 7 次 齐 式 , 4 一 上 …> 8， 设 
{ 了 是非 负 整数 组 , 记 


Pu) 一 (II 2) P 
人 2 ( Ox 


则 它 的 高 满足 不 等 式 
| Pei | < 2rattrm| Pl. 


证 明 只 须 对 单 硕 式 进行 估 守 。 记 站 一 xx， 其 中 
A， 十 -… 十 | Privy 1， "ys I 不 妨 设 办 < kars 则 有 


(Ui A 
i( a ), 


由 于 
145 ， 


Ki 三 i rh 
改 得 引 理 1， 

设 a 是 代数 数 ,我 们 用 al 表示 a 的 高 ， 即 4 的 极 小 多 项 式 的 
系数 绝对 值 的 最 大 值 ， 

引 l 理 2 设 Bo (as) 诸 分 量 x 都 为 代数 整数 。 记 
天 ~ Qa,,. 0) Tx 为 KK 中 的 代数 整数 环 ， 该 号 一 LR ) = 
高， 一 1,… sm， 设 PE2[{x2}] 是 名 的 ra 次 齐 式 ,一 
1,…,m， 按 $5.2 姓 质 3 那样 定义 多 项 式 


Pr ~ Pzs}) ~ BD ehh) I ys;, 


《本 宫 
那么 c* 是 了 的 系数 的 线性 型 ,其 系数 Ye If， 而 且 
Pie C2 Aye, 
式 中 4 一 ‘max [ol, 
证 明 首先 孝 虑 单项 式 Puz 一 TI * 系 . 按 $5.2 性 质 3 中 
的 定义 , 易 知 ee 


Pai 一 Co (人 :- 


(一 aaxb ee (aaxzyt 


《一 aasoz 一 一 oaXmr)kmr CD 


式 中 对 于 下 一 1 二 


8 《oaxiz 十 rt) te Cor. 


a > (Ko fal i2)! i * “as 1 二 二 
十 1 十 C] 汪 是 为 1 一 5 C21 8 
Bas rtd 


2 十 天 ct 
a 


si47* 


(Ra 一 1 Ee Ls, 


ci 
而 且 
[a afial lh | < a 
sm pe ttt tha om /Ah < A 
所 以 我 们 有 


ER 的 系数 1 么 《1.2 ， 严 一 1 17， 
并 且 3 的 系数 属于 Ix。 由 此 可 知 ，P 志 2 的 系数 8 属于 Jr， 且 有 


<(): 和 (i +r 
: < Rnt tw TAT tr 
(AN. (1) 
进一步 ,考虑 一 般 情形 。 显 然 多 项 式 P € ZL1{x;}] 可 表 为 单 
项 式 Puy 之 和 的 形式 
Po— > cellkz}) Pu 
《天 全 
于 是 8 
P* 一 Del{kz})PRa (2) 


1 人 


由 此 可 知 P* 的 系数 是 c({hzj) 的 线性 型 ， 其 系数 了 是 PR 的 系 
数 。 由 上 述 论证 可 知 ， 它 们 都 属于 Ix。 又 因为 P 是 名 的 rs 次 齐 
式 ， 太一 1， “ : 久 所 以 根据 $5.3 的 引 理 1 可知， 《2) 式 中 被 加 项 
人 
1 一 ra 十 了 一 ~ 1—1 
(0 

< 迟 2 D.. 221ml! i 2 Pert 

最 后 ,由 (3) 式 可 知 , 上 述 线性 型 的 系数 7 满足 
> 148 。 


{7Y 了 扫 Dnt tn (21 A 委 Ca AH 
故 引 理 得 证 。 


$5.5 第 一 指标 定理 
引 理 1 (Siegel， Wo 已 知 M 个 整 和 数 线性 型 


工交 全) 一 六 2 一 上 "MM,. 


式 中 这 一 (zzw)，arEZ 并 有 
lal 乓 4，1 < 对 ,1 < 巡 j< 妇 从 
如 果 如 盖 M, 则 存在 非 零 向 量 二 EZY 满足 
LAS) = 0, 1 EiSM,. 
(a SZ INAOW,1<IEN 
证 明 对 于 i 一 1,-…, 计 , 分别 用 B;,C; 表示 L(3) 的 负 
东区 的 她 对 信之 利 及 下 系数 之 和 那 和 有 Bj; 十 Ci 所 NNA, 而 且 
对 于 任何 ze ZN,0 才 gj; 和 志 Z( 1 志 N), 有 : 
| —BZ < LE CZ 
因此 对 于 上 述 的 #3, 上,(z》 至 多 能 取 和 
CiZ 十 BiZ 十 1 委 N4Z 十 1 《1 
个 值 。 另 一 方面 ， 上 述 3 前 个 数 是 《2Z: 十 1)Y. 由 代 ) 式 可 知 ， 它 
们 对 应 的 数组 (Li,……,Lwx), 至 多 有 《N42 十 1)* 个 。 因 为 
(NAZ + I <(Z 十 TY， 
所 以 根据 摘 展 原理 ， 必 有 ?了 ,22E ZN 也 ，0 寺 2 内 才 
Zl 三 j 声 N,K 一 1,2) 适合 8 
DD 
令 王 一 了 一 引 则 二 即 为 记 求 。 证 完 . 
” 注 1 Siege1 引 理 是 非常 有 用 的 ,为 解决 不 同类 更 的 问题 ,已 
月 多 种 形式 的 推广 .请 参见 文献 [191,[1011,[104]。 
我 们 用 工 表 示 代 数 整 数 环 . 
定理 1《 第 一 指标 定理 〉 设 订 一 (ows, 0) Eli 坟 0， 
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作 线 性 型 
一 了 
记 Ki— Qeny so di = [Ki:R] i= 1 ,td—= max di 
[有 
又 设 zr;"……*,fwm EN,s ER 满足 
Ti>e>0, 
m > 4 log (2 + A). 
那么 ZL{xs}] 中 存在 非 惟 多 项 式 P 具 有 下 列 三 个 狂 质 : 
{i) PP 是 六 的 rs 次 齐 式 ， hl,..*,m; 
(ii) IndPlLs 上 wifi ys 7a) (1! — Em, 一 
sy . 
《iii》 | P1 二 Dr+…trw, 式 中 是 只 与 {eis} 有 关 的 常数 ， 
证 明 将 PCfzz]) 表 为 和 
Pe Ze ({ks}) I ¥。 - (2) 


{ A} 


我 们 来 确定 有 理 整 系数 c, 使 P 具 有 上 述 三 个 性 质 . 
首先 ， 考 虑 性 质 (ii). :不妨 对 i 二 LS. 根据 55.2 性 质 
Ee 并 由 P 构造 P*, 
为 使 | . 
IndP{lLys -Lor Te) > (1 — se)m, 
只 须 当 


六 十 人 过 (一 se)m C3) 
ri a 


对, P* 二 0。 
再 考 虚 性 质 (i)。 根 据 $ 5.3 引 理 1 ,zs 的 r+， 次 单项 式 的 个 数 


+1 一 ; 
是 (* 了，), 因 此 2) 式 中 系数 。 的 个 数 (包括 专 系 数 在 内 站 
tll /和 十 1 一 1 
oe jk 1—1 让 
又 因为 六 关于 《ra xs) 是 7 一 刘 次 齐 式 ，8 一 1 


"1430« 


芒 * 所 以 P* 中 非 零 系数 的 个 数 
2 je 


1 一 2 i—2 
让 (Ci (5) 
RD (lm, 


由 $5.4 引 理 2 可 知 , P* 的 系数 c* 是 了 的 系数 ¢ 的 线性 型 , 因 
此 :为 了 使 对 于 适合 (3) 式 的 《Pie)》 有 P* 三 0, 内 须 令 P 的 
系数 满足 下 列 方程 : 


Zr Ral)eC {kz}) ~ 0,7€ Ix, (6) 


{4 广 ? 


并 且 
人 六 1 之 《240mt tw) (7) 
其 中 4 一 max [aul 


设 8.,… B84 是 天 ,的 整 底 , 则 每 个 > 可 表 为 

7Ctz) 一 之 s(teDe afkzj)eZ1<i<sw (8) 
ie(s) 式 代入 (6 式 
> ea teapecttaD)a ~ =". 


dm 


因为 诸 数 C38 Z,{p)} 是 桥 底 ， 所 以 得 到 es 
Ds Chr) cfkz 0 CG 1,4). (9) 
pr . 


又 由 (8) 式 可 知 ，7Y({ 如 }) 的 共 刘 元 为 、 


rR}) 一 > sks BG = 1,- ad). 


注意 (7) 式 ,由 此 可 解 出 
ls CRaD)} SS C2 BO rm (10) 
式 中 B, 是 一 个 依赖 于 Bl 安 839 安 d1) 的 常数 。 
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由 于 (6) 式 中 每 个 方程 都 产生 (9) 中 d 个 方程 , 而 (6) 式 中 方 
程 个 数 与 P* 中 非 零 系数 个 数 相等 , 所 羽 我 们 至 多 得 到 
Nd 
个 (9) 型 的 以 <( 估 2*}) 为 未 知 数 的 方程 ， 其 中 系数 以 ftz))< 2， 满 
足 (10) 式 。 
上 述 推理 计 任 何 一 组 适合 (3) 式 的 《fi -… im》 都 适 用 .因此 
为 了 使 性 质 (ii 对 i 一 1 成 立 ,我 们 得 到 d ,过 fi) :+ -foalis) 


个 (39) 型 的 以 <(C{Kz}) 为 未 知 数 ， 系数 属于 2 且 满 足 (107 的 方程 
此 处 有 表示 对 满足 (37 式 的 所 有 《na， ,im》 求 和 。 根 据 (4) 
式 和 $5. 3 的 (4)， (8) 二 式 可 知 ,方程 个 数 不 超 过 


人 2 WR 


< Ne (11) 

类 位 地 ,对 i 一 2,…,t 重复 上 面 的 推理 ,只 须 将 去 换 为 记 ， 

Ln 换 为 工 b LA 1-……,m); 常数 所 换 为 即 ， 

… ,A,， 常 数 B1 换 为 B,,*… ,8,， 等 等 ， 因此 ， 为 使 性质 人 ii) 成 
立 ，c( 夸 :}) 所 满足 的 (9) 型 方程 的 个 数 (注意 (11) 式 ) 


根据 定理 中 避 的 取 法 可 知 ， 
好 <7N. (12) 


站 时 站 
邮 < 势 diNe ee ee tdNe ee/4, 


再 令 B= max,Bi, 注意 (10) 式 ， 我 们 看 出 《9)》 型 方程 的 系数 
5 《全 > ) 满 足 不 筹 式 
{ss CURD SS C2 BY ta 一 1 (13) 


， ”最 后 ,根据 (12),(13) 二 式 , 可 将 3 引 理 1 应 用 于 我 们 的 方程 组 ， 
得 知 存在 不 全 为 零 的 c《{}) 满 足 所 有 (9 型 的 方程 ,并 县 
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ri 二 7 一 二 一 
; 站 ) 四 C2 BYittre 


ieC{k2})| < ua 
< 2 -Dt C2 B Yt te 
二 
因此 了 具有 性 质 (i) ,Cii), 开 了 且 (iii) 也 成 立 , 其 中 D ~ 4*8，。 故 定 
理 证 完 ， 
定理 2 多项式 定理 ) 设计 一 (ai 人, an) EL = 
1 det(a1) 孔 0, 4 如 定理 
1 所 述 。 又 设 71,*"… ,rm & NN, 8 适合 
Tl> gs 0,m 人 46 log (21d), 
则 在 LLxz}] 员 存在 非 零 多 项 式 P 具 有 下 烈 四 个 性质 
(i) PP 是 高 的 rs 次 齐 式 (# 一 11,1',m)。 
(ii) |1P1 二 Dn+™trm， 其 中 局 是 只 与 贡 (1 所 1 专 1) 有 关 的 
党 数 。 
(iii》 对 于 非 零 整数 组 {4} ,如 果 把 P42P (定义 见 好 .4 引 理 
1) 表 示 为 {E23} 的 多 项 式 : 
Pen oo Dy ad{ir)s {D1 Le, (14) 
02} 
则 其 系数 灌 足 
] 和 全 人 < Ee, 


式 中 是 只 与 ai(1 所 i 所 1!) 有 关 的 常数 。 
(ivY》 如果 {1;} 适合 不 等 式 


Dri S268, (15) 
四 
那么 除去 适合 不 等 式 
I2 jstri i — mmie (ei) C16) 
为 三 1 


的 {zs} 外,《14) 式 中 的 系数 


日 133 。 


d(C{in}; {zz}) 一 0。 
证 明 ”在 定理 1 中 取 * 一 i, 由 此 构造 出 多 项 式 P, 显然 它 其 
有 这 里 的 性 质 (i 和 (ii)。 现 在 来 验证 ,对 于 P, 性 质 (ii) 和 (人 is) 也 
成 立 . 
首先 , 记 (ej) 一 《p54)， 则 可 解 出 
3 Fie 了 Bi 开拓 《 1 委 1< 安 1 i {17) 
又 令 


一 maxt{[ pa]， [Bu ij ts ,| Br D, 
将 (17) 式 代入 


pra? ~ DY eC{ie}s {12}) TT 
中 , 即 得 表达 式 (14), 此 时 一 艇 项 
表 为 {>} 的 多 项 式 后 ,其 系数 绝对 值 不 超过 
(CIO)int + = CIGYt trw, 
因此 由 55.4 引 理 1 及 定理 1 (Ci) 得 到 
le Cis}; {tr1)) & (2D)n tt tm, 
于 是 
laC{isb; {1 & CADGYrt ta, 
令 五 一 21DG， 则 (iii) 成 立 。 
其 次 ,验证 《iv) 成立。 由 定理 1 (ii) 可 知 
Ind PCLuseee Los festrm) > (11 Em, i 1, el, 
再 由 (15) 式 ,并 且 利 外 $5.2 性质 4 (iii) 可 得 


IndPz? > IndP 一 BS) hiri' > (1 — 38)m, 
j=l 
这 吉明 当 


。154 ， 


Jr > (I 38)m 【一 1 
时 , 才 有 可 能 (fiaj; {) 二 0) 即 若 2(fijfezj) 业 9， 必然 
有 
”sg ml) (18) 
对 于 这 种 4 人 jz] {二}), 我 们 还 可 证 明 
> i i ee a A ld. Cigy 


事实 上 ,为 证 (19) 式 成 立 , 用 反 证 法 ， 假 定 对 于 某 个 (1 安 如 天 
站 有 


3 jrri! — ml! > 3ml! — 1)s, (20} 
秋生 1 
因为 PSizD 尖 于 工交 是 ?4 一 》) 54 次 齐 式 , 所 以 
LE 


Tir 二 (r 六 mt) rl (hl, 
1 开本 1 

从 而 

立 (2 tr 一 mx 一 2 (2 jarr') 一 功 寺 0. 


个 是 -也 (189 0 的 二 法 而 知 
家 (全 im ) (i) 
人 Por] 


十 (>) jnkofs! 一 m7!) > ~—3m(i — 1)s 
+ 3m(!l — 1)e = 0, | 
于 是 得 出 矛盾 ， 
最 后 ,由 (18),《19) 二 式 可 推出 (16) 式 ， 履 得 性 质 (iv)， 定 理 
证 完 。 


人。 


注 2 对 于 ;一 1 如 曙 十 一 (ai iD ， 半 一 (xi 
… 1)。， 则 可 作出 线性 型 
Li 一 Li(2) mi 十 “十 irr, . 
我 们 约定 ， 如 果 将 字 一 (zu -…, X17) 换 作 这 一 (xsl XY) 
产 一 1, 一,m， 则 相应 的 线性 型 记 作 工 ;,, 即 
La — Lii(Ri) 一 nxn + ouralh — l,m). 
注 3 本 节 定 埋 1 和 2 中 的 指标 是 关于 线 姓 型 Li;,:……,L。; 
(ff 于 1，、-"-， 友 而 这 。 根据 注 1 中 的 约定 ， 这 些 线性 型 可 以 由 
了 人 一 1 及 产生 ,所 以 今后 我 们 有 了 肝 把 型 Ly 工 wi(i 一 
1 有 统称 为 “型 节 开 ”。 把 关于 工 :工人 一 1， 
……3 攻 的 指标 统称 为 “关于 型 工 ,,-…, 工 。 的 指标 ” ,并且 用 [ndP 
(ZL Ln; roro) 汇 示 IndP(Li ,Lasr -yfe) 
全 一 1 7。 . 
推论 1 设 在 多 项 式 定理 中 到 i 一 2, 线性 型 为 
Lx,7) 一 xz 一 cy 了: 一》 
其 中 a 是 代数 整数 。 又 设 3,8,m 适合 下 列 条 件 
0<8<.,0<e<2, 《20 
12 20 
m > 4 log (4dege), (22) 
令 多 项 式 PCxiy ze yw》 由 多 项 式 定理 确定 ， 品 是 读 定 理 
中 相应 的 正常 数 ， 
设 9 之 0，pnlp 一 1,…',1wm) 为 整数 , 令 


Ws el pm). 
9 > 


若 诸 4 满足 条 件 
[rl < 92“， (23) 
gg > 64CD + Dmaztl, lel) (1 & 4 tm), (24) 
而 rn ……，receN 满足 不 筹 式 
rilog rlog qi (lt rlog gq (le pm), (25) 
则 a 
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R-IndP (和 bm; 7,, 7 ) 之 2， 
a Gu 3 


其 中 ZKx rn) Plxi,1, Wy 
证 明 设 六 :ja 是 满足 不 等 式 


> 了 ri 到 (26) 
的 任意 非 负 整数 , 令 | 
rte ed 
只 须 证 明 
了 |( 笃 , -21 一 0。 (27) 
#1 ‘gn 


由 $5.4 引 理 1 和 定理 2 (六 ) 可 知 
IT| 外 (2DJrrrtra 
因为 区 中 项 数 不 超过 (rm 十 1)…- Cr。 十 9 < 2nf+rm 所 以 对 于 
任何 整数 组 〈a ti， 0 所 i 所 fl 和 pp 声 澡 ), 有 


去 半 》》)ren9 


rt es + 1 2 tm (2DY ute 
* (max(tl, loelDt tm < Dr tm (28) 
式 中 D, 一 8Dmax (1,1al). 
再 由 定理 1 Gii), 并 注意 $5.2 性 质 5, 可 知 


R-IndP(a, airiy rm) > (+ 一 e 网 


于 是 由 $5.2 性 质 4 及 (21),(26) 二 式 得 到 
R-lndT (ey or ,tm) 


> 0 


现在 芳 虑 了 的 Taylor 展开 式 


T ( 鱼 ， ) 一 > (TI (2 -站 ) 
1 fm 2 w= 1 isl zs 


了 (cs nN (30) 

由 (29) 式 可 知 ,《30) 式 中 非 零 项 的 标号 Ci,-… yj) 必 满 足 不 等 式 
sq 

2 iural 让 7 @ 2 ). (31) 


对 于 适合 (31) 式 的 任何 整数 组 (i,-… ,1s)、 根 据 (23),《25) 二 式 
可 得 


一 iog in nr | > (2 +8) DD) ilog 9 
Pr | 


> (2 + rilog ql 之 了 


> (2 十 5)riliog 9 一 2 (1 一 过) 


>(! ee + 5) 


- 之 bp rxlog ne 
但 是 由 (21) 式 可 知 


(6- 习 -ra 


> 人 > + e)2， 

故 得 

[ni nr| < (gr gp | (32) 

因为 (30) 式 的 右边 的 项 数 不 超 过 〈r 十 1)- (re 十 1) 安 
2nt“trm， 所 以 由 (24),《28),《30) 和 (32) 庄 式 得 到 


[eT (| 
人 Gm 
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< [{ CDigi°)e < 1。 


但 是 上 式 左边 是 整数 ， 政 得 2 
他 (2 ,2 ) 一 0， 
9 Tn 


则 《27) 式 成 立 。 推 论证 完 。 


$5.6 第 二 指标 定理 


本 节 及 以 后 各 季 中 , 恒 设 zn 一 1 一 1 

设 给 定 # 个 组 性 无 关 的 向 量 动 ,-……, 动 ,&《 和 BE, 它们 生成 民 的 
一 个 关 维 子 空间 , 即 一 个 超 平面 靖 , 记 作 H 一 [四 ,no]。 

对 于 自然 数 :之 1, 我 们 称 有 限 集 

p™— pls; Bl Os} 

{1 
为 吾 上 大 小 为 了 的 网 (gri4)， 称 起 :元 。 为 2 的 基底 。 有 了 时 
简称 为 如 上 的 网 。 显 然 P 共 含有 半 个 点 。 

我 们 把 上 个 变量 :2 的 函数 看 成 展 上 的 函数 。 下 列 
引 理 表 朋 网 所 起 的 作用 . 

引 i 理 1 设 Pr sx) ER[xs zydegP<rrcRN 
适合 :ti 十 1) 之 r+。 设 ? 是 Ri 中 的 超 平面 蝇 一 [站 区] 上 
的 5 -网 。 如 果 存 PP 上,P 以 及 它 的 所 有 价 数 不 超过 + 的 混合 依 导 
数 

(1 人 ) P Ga 十 二 有， (1) 
全 为 零 , 那 么 在 互 上 P = 0。 

注 1 引 理 工 的 道 合 题 量 然 成 立 。 

证 明 没落 与 瑟 ，,……, 巷 ,一 起 构成 R' 的 基底 。 则 存 在 可 
道 线性 变换 入 

| Wo 1 一 1 
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这 里 符号 六 表示 “ 转 置 ">， 对 任 一 点 主 一 (xs se)7， 记 
EAP = (Ry ET, PCE) = POCA) — POIE), 
特别 对 于 ze H 我 们 有 宇 一 Az 一 (2 zs0)7。 我 们 路 去 
上 述 记号 中 的 “~” ,于 是 不 撩 一 般 性 ,可 以 认为 
训 0 
因此 
Pla— PKxziy tad0) 一 OUx ox) E R[x yxe]。 
我 们 票证 明 ， 如 果 8 及 其 所 有 阶 数 不 超过 + 的 混合 篇 导数 在 
下 个 整 点 《ss 到)，(1 所 操守 1，、1 所 i 持 #) 上 为 零 ， 并 且 
deg98 筷 r， 那 公 当 s(t 十 了) 之 + 时 ，Q 三 0。 下 面 我 们 对 s 用 
数学 归纳 法 ， 
当 一 上 时 ,由 于 一 元 多 项 式 @ 及 其 直到 上 阶 的 导数 在 x 一 
1 2，…， 5 各 点 上 都 为 零 ， 所 以 在 这 ;个 点 上 各 有 阶 数 不 低 于 
i 十 1 的 零点 ， 于 是 8 的 零点 个 数 不 小 于 s(t 十 1 之 rr 之 deg 8. 
因此 ,8 二 0， 
设 > 1， 假定 上 述 命题 对 于 dim 占 所 # 一 1 已 成 立 . 现 
在 证 明 dim H ww 时 命题 也 成 立 。 为 此 只 须 证 明 
《ma BT Ors Xe 1, 
因为 由 上 式 可 知 
(一 1 一 (Cs 
而 上 面 左边 多 项 式 的 次 数 为 :si 十 1) 之 rf 之 deg 8， 所 以 推出 
0 站 0。 设 
{xi 一 bYaQOCXy -ze) he 1,***,s), 
记 e 一 min(e1,***,e,)， 显然 我 们 只 须 指出 e 实 +1 十 1， 下面 用 
反 证 法 。 很 定 c 所 i, 不 失 一 般 性 ,可 设 。 一 1。 我 们 写 出 
Da sr) = Cx Dr 一 Cr 
那么 
degRSr—e—**— eRr—es, 
Ot a 
xi 2| 


一 51(1 一 2 1 — RC, za" "3 xn) 


zs1™—1 


1460。， 


注意 由 引 理 的 假设 条 件 可 知 尽 (1,za, … rs) 及 其 所 有 阶 数 不 始 
过 ! 一 。e 的 混合 偏 导 数 在 {( 馈 ;* “8112 

st—et+l)>r— es 
因此 贝 归 纳 很 设 得 到 

R(1,x2 xn) 0, 

也 就 是 说 《x 一 11RCx xa)。 所 以 《一 0%"18， 这 与 
2 的 定义 相 矛 质 。 因此 ce 守 + 十 1。 从 而 可 知 命题 对 dimH 一 
# 也 成 立 , 故 引 理 得 证 . 

由 引 理 1, 并 用 数学 妇 纳 法 容易 得 到 下 列 的 . 

3 引 弄 2 设 Pé 统 是 关于 高 的 次 数 不 超 过 rs 的 齐 式 《一 
1,… ,my)。P 作为 ET 的 函数 , 看 作 是 积 空 间 Rix-.、x 
R' 上 的 汝 数 。 设 H.,……,。 是 R' 的 # 维 子 空间 。 ps 是 Hs 上 
2 网 ( 人 一 1 mi)。 记 

THX -. XH, pt p XX poe 
若 4,…,tm EN 满足 
sa > ri hl, 
且 P 以 及 它 的 下 面 各 阶 偏 导数 
Pe 二 
在 oz 上 为 零 , 则 在 T 上 P 计 0。 
下 面 引 进 一 种 特殊 的 线性 型 。 
对 于 R' 中 * 个 线 竹 无 关 的 整 向 量 . 
Bi 10390 31 
可 以 构造 一 个 线性 型 M{z :二 《简称 对 再 六 
ME) 一 Mn 十 x0 
满足 下 面 两 个 条 件 : . 

(i) 系数 mm,"…*，mi& ZZ， 且 它们 的 最 大 公 因 和子 《zl 
m) 一 1。 
[和 
生成 的 子 空间 是 H 一 [动态 ,] 的 直 交 衬 。 


“Lt61l* 


容易 看 出 M(#) 的 存在 性 。 事实 上 ,矩阵 
WH Wl 
et i | 
Bd 2 lib 
的 秩 是 x 一 1 一 1。 用 Wi; 表示 划 去 三 的 第 i 列 所 得 的 方 阵 , 其 行 


列 式 为 [Wl i= 1,.** ,7). 显然 ， 数 (| 全 [WI) 唯 
一 确定 。 由 于 行列 式 


更 入 mbes ww 
MW Wi 。 

mm 人 (i rr 1,.** ,2), 
WI WI 


所 以 
walWil 十 “十 wr(—1}r {Wl “= 全 et 1, 1)。 
因此 取 


Dw et 
CW ,| Wi!) 


即 为 所 需 。 
显然 ，?<e 电 一 [ 克 … -起 当 且 仅 当 好 他) 一 0。 换 句 话 
说 ， , 
Ho= IMG) = 0}. 
我 们 又 记 | 对 | 一 max(|sm| ,………, 1m1|)。 
定理 1( 第 二 指标 定理 ) 设 cc,*…,c1€ R 适合 不 等 式 
lo 和 1 GG=1, DD) 二 ++eo= 0 
又 设 e>>0，、0<51< 一 1 适合 
5>> 167E。 C2) 
设 1,…*,Li 是 $5.5 定理 2 中 的 代数 整 系数 线 姓 型 《注意 $5.5 
定理 2 后 面 的 注 3)，m, 7,，,*…，r。 及 常数 E 如 55.5 定理 2 中 所 
述 ,P 了 是 该 定理 中 定义 的 关于 工 ，…:; 的 多 项 式 。 
如 时 91,"…,0m《 R 适合 下 列 条 件 
0 >2E, GIRL 十 6 下 一 1 地 (3) 
s162。 


rilog OL rilog Oi (1 + erilog Oh 1, m,. (4 
沂 且 对 于 每 个 从 1 志 儿 mm)，W，* ,Wh 是 BR! 中央 性 无 关 的 
整 问 量 , 且 满足 不 等 式 

[LWwi)| SE 有 1 安安 11 委 下 < 魏 六 E 委 大 委 和 )，(5) 
那么 

Ind PCM Mo ri fm) > 6, 

其 中 Mb … -Me 分 别 是 由 M{ 有 oa 中 将 兰 坎 成 各 [(1 反 
六 丢 m) 所 得 到 的 线性 型 (人 参 郑 8$5.5 定理 2 后 面 的 注 2)。 

证 明 根据 $5.5 性 质 2, 并 注意 35.5 注 3, 只 须 证 明 : 在 超 平 


1 LL 
面 Mi 一 … 一 Ma 一 0 上 ,; 当 DD》 2) jirf< sm 时 ,有 
4 胡 呈 1 办 一 ji 


PizD ~ 0, 
我 们 记 HH， [i in] Ch i, 7) 那么 
Hy — {zs MaCz) — 0}. 
因此 我 们 只 须 证 明 , 在 T= X…X Hs 上 ; 当 
5) DY jisrri' < em 
1 疙 一 1 
时 ， Pisn 一 0。 但 是 根据 3i 理 2, 若 令 
5 一 [s 1]+1l, = [r,sl, 
ph ™— PaCsas Ws, ey Ws) ho= 1, 和 
， 则 只 须 证 明 ; 在 p* 一 pX. Xps 上 ， 当 
上 也 
DD Pir em 二 


=1 A=1 
时 
CPirD) een = 0。 
我 们 注意 
和 [i 
BY > Gtr < em+ rielriii+ :+ [raelra 


Rh kml 
28m, 
所 以 如 果 将 〈PezD)4z5 仍 记 作 Px?, 那 么 只 须 证 阴 : 对 任意 
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让 mm 
DE pl hm) DF) nri! < 2em 时 ,有 
1 bl 


PV y “9 7m) = 0 . (6) 
根据 $5.5 定理 2,(6) 式 左边 可 表 为 
{i}; {i 二 Li NR, 《7》 
1 由 ,大 


因为 高 一 7D 其 中 1<7; 所 [se 二 LS 安 则 ,所 以 
dl 


Li(Ds) 一 >, TL 


而 由 (2),(3),《5) 式 得 到 
{LD)| < QU He + 1) < Qu ts 
Omgili, 1<hem), (8) 
再 根据 (4) 式 及 $5.5 定理 2Civ), 对 于 适合 
CT 辽 } {mr}) 0 
的 {六} ,有 


但 nm 
Dl jlog 0 2 rlog QO, DY jsirn? 
起 1 上 


2 rlog OT — 3le)m (LT ER 门 ， 


DBD) jstlog Qs E 1 + erilog Oo FD) jirri 
X= b=1 


Srnlog Ol + s)I + 31e)m 
rilog OTT + TeDm (1 Ee). 
上 述 两 个 不 等 式 合 起 来 得 到 


[Dialos Qs — Timnlog ,| < Timenlog 1 < AS 站 
= 1 


(9) 
由 (8) 式 得 到 ,对 于 《一 TI 有 
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[LCBO Lo)imtl < TT QF oi 
而 一 1 


— exp (Cot — 1518) $7 jrlog 04). 
由 (2) 式 看 出 1c1 一 15Pe| 筷 2， 因 而 由 (9) 式 得 到 . 
(ck 一 15Pe) bp jsilog On 一 《ca 一 l5pe)mmruog9i| 


< itime rilog ol。 
所 以 
[LAC LD) 
< exp((ci 一 15le) imrlog OQ + l4imerilog O01) 
= On mcrime, 
由 此 式 ,(4) 式 及 $5.5 定理 2 (iii), 并 注意 常数 五 的 定义 , 瑟 kash 
式 中 各 项 绝对 值 不 超过 


Ern+” TO Net FD rmel 
Erit “tm QF nee 
Ent OF. [ope he 
(EQ (DJ (10) 
因为 (7) 式 中 各 项 关于 LiC1 志气 门 是 次 数 不 超 过 rs 的 齐 式 ， 
所 以 根据 $5.3 引 理 1,(6) 式 中 的 项 数 不 超 过 | 


CT CT) em 
由 此 及 (3),(7),(10) 式 得 到 
[Pan 9) < TE CQ'EQ7)% < 1 


注意 上 式 左边 是 整数 ,因此 ,(6) 式 得 证 。 故 定理 证 完 。 


§5.7 Roth 引 理 


我 们 把 
， 


I ( 9 和 Bim 


站 Bri Oxim 
称 为 下 十 十 加 阶 微分 算 子 ， 记 ord 人 A 一 计 守 -… + im， 如 
果 Ai :As 的 阶 分 别 不 超过 0，1，…， 殊 一 1， 故 有 是 
z 一 《xzn) 的 隐 数 , 岂 称 行列 式 
Aif At | 


ena 


det{ Ajfi)iciien 一 


As "Asfs 
为 (广义 ) Wronski 行列 式 ( 图 数 行列 式 )。 注意 , 当 w 之 1 时 , 通 
数 行列 式 不 叭 一。 如果 加 一 1, 见 只 有 唯一 的 i 一 1 阶 微分 算 子 


太一 , 且 得 到 唯一 的 非 办 Wronski 行列 式 


a 
GE 二， 

这 正 是 通常 的 函数 行列 式 ， 

5l 理 1 设 有,…,fs 是 +.,"…,xm 的 实 系 数 有 理沙 数 , 后 
R 线性 无 关 , 则 至 少 有 一 个 Wronski 行列 式 不 为 零 。 

证 明 ”首先 我 们 注意 到 ，f.，,*…*, fs 全 不 重 为 零 ， 否 则 它们 
R 线性 相关 .然后 对 天 用 数学 归纳 法 证 明 这 个 引 悍 。 

当天 一 1 了 时 ，Wronski 行列 式 等 于 为 ， 命 题 显然 成 立 。 设 
& > 1, 假 定 命 题 对 函数 个 数 小 于 4 的 情形 已 得 证 ， 现 在 考虑 # 个 
R 线性 无 关 的 实 系数 有 理 函 数 ,…… ,下 

首先 令 

ff olf, ij~ 1,.**,h, 
易 见 由 疗 ,，…, 食 形成 的 任何 Wronski 行列 式 都 可 表 成 由 也， 
*… ,f。 形成 的 某 些 Wronski 行列 式 与 某 些 有 理 遂 数 《 即 jf 的 
导数 ) 之 积 的 和 的 形式 ， 特 别 所 此 可 知 , 和 如 果 某 个 由 并,"…, 扩 形 
成 的 Wionski 行列 式 不 为 零 ， 那 么 必 有 一 个 由 所 ,-…,f。 形成 
的 Wronski 行列 式 下 为 零 ; 又 因为 不 入 同 的 任 一 个 RR 线 
福 关系 式 必 导 致 一 个 所 ,…* ,fs 间 的 BR 线性 关系 式 , 因 此 我 们 可 
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以 用 疗 ,……, 扩 来 代替 1,……,f 来 进行 证 明 。 于 是 今后 我 们 
可 以 假定 访 一 1 

现在 考虑 fi。 车 上 一 ce 为 韭 零 常数 ), 则 1* Ff 一 cfi= 
0。 这 与 j,…,f，R 线 狂 无 关 的 假设 矛盾 .因此 fi 不 为 常数 . 
于 是 ,不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 


Qh. 2 0., 1 
Se (1) 


再 考虑 非 零 线性 组 合 
cf 十"…- 十 csfslczs-**,0s 不 全 为 零 ), 
车 它 与 x 无 关 ， 则 c,，… ,ch-t 中 至 少 有 一 个 不 为 零 。 如 果 不 
然 ， 则 有 czf: 十 十 ct 十 ci 有 一 ch 帮 天 0， 旦 与 m 无 
关 。 这 与 61) 式 矛盾 。 因此 不 妨 认 为 cz 了 二 0《 不 然 可 将 有 ,……， 
f， 重新 编号 )。 必 要 时 以 cy ea 代替 ci 一 2， 8， 因此 进 一 
步 可 设 cz 一 1 于 是 f 十 of; 十"… 十 66fs 与 x 无关， 根据 
行列 式 性 质 ， 以 这 个 线性 组 合 代替 f, 时 ，Wronski 行列 式 值 不 
变 。 我 们 作 此 葵 换 , 旦 仍 将 它 记 作 f,, 于 是 有 
Bh 一 0。 
Or 
继续 考虑 非 零 线性 组 合 cfs 十"… 十 cs 如， 重复 上 机 的 推 
更， 一 般 地 ,存在 自然 数 C1 亏 上 < 有 ,经 渤 当 兰 交 (但 不 改变 相 
应 函数 的 记号 7 可 得 


Bs a (2) 


Ox Oz, 


但 对 任何 不 全 为 零 的 Ch+19"“ “905E 及 有 


2 (Ceanmfitit :二 cifi) 天 0。 


Or 
也 就 是 说 ,由 
cn 3 站 "十 cf 一 0 
a 
可 推出 CU41 om = c= 10. 藉 此 ， 人 人 ,i R 线性 无 
XL Xl 


关 ， 

最 后 ,因为 < 有 h， 所 以 由 归纳 假设 ,对 于 函数 组 f.,": “sf 
存在 阶 数 分 别 不 超过 0、1，… :大 | 的 微分 算 子 Ar,- 和 ;A , 使 
得 

Wi detCA? fect > 03 (3) 


而 对 于 函数 组 ye 3 ， 存在 阶 数 分 别 不 超过 0, 1, *…， 
1 


一 多 一 1 的 微分 算 子 全 fr * -AF ,使 得 


本 :一 det (a 2 z 0, (4) 
Ox tts 


我 们 令 


Ar，1 经 1 去 有 
A A Oi 
dx 


则 ord A; 翅 ?一 1。 由 (2),(3),《4) 式 得 
det(AifiDi<ij<a = ig | =- WW 0。 


因此 当 函 数 个 数 为 天 时 ,命题 也 成 立 。 于 是 引 理 得 证 
引 理 2 设 w 守 2，REZ[ms***, Xm], RR 苯 0, dcg:;R 志 
站 fi 一 1,…,m), 则 存在 ! 个 (i 适合 不 等 式 1<! 所 7+。 十 :) 送 当 
的 关于 x1,………，xa-t 的 微分 算 子 Al -…Ar 具有 下 列 两 个 性 质 ; 
(D 令 


本 ee 二 - 
Flx, sm) det (a (» — 1 fs jl 
山 Fe Zixris***,xm] 且 F 装 0, 其 中 
本 
A,.— [I 二 (2 了 9 
LE 121 Ox, 
ordA, 一 和 十 十 i 和 2p 一 1 一 1 


(这 》 对 于 (i) 中 的 ,有 分 解 式 
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下 (xz Tu) 一 Dr xm Vr), (5) 
其 中 
局 EZ[r- zs 1l, VE [Ira], 
degaU Sirij 1 mo 1), degV < lro, (6) 
证 明 首先 将 RGrs ,fxe)》 表示 成 
Rr xm) — frm) gt - “xm-1 
十 … + fro) g(r m1) (7) 
式 中 天 ,*… ,fi， &iy 81 是 有 理 系 数 多 项 式 , 且 . 
degwgi < ri degssfi re (lin li 和 ee), 
但 这 种 表示 法 并 不 准 一 。 例 如 ,可 以 取 fi(zxs) 一 2 一 1 
们 ， 也 可 取 fi(xwm) 为 ze 的 逢 和 。 在 这 种 表示 法 中 我 们 取 其 中 全 
7 最 小 的 那 一 种 ， 这 个 最 小 值 仍 用 i 表示 。 由 于 在 前 面 所 举 的 第 
一 个 例子 中 i 所 deg:。R 十 1 所 以 我 们 得 到 1<1 筷 ><- 十 1， 我 
们 还 可 看 出 ,在 这 个 表示 法 中 ， 思 让 及 8 ,8 分 别 Q 线 
性 无 关 。 如 时 不 然 , 例 如 设 
f= + dAd EQ i 1 1), 
则 由 C7) 式 得 | 
R= filg 十 de) tt fg t digy), 
而 这 与 i 的 取 法 矛盾 。 
其 次 ,因为 -万 Q@ 线性 无 关 , 所 以 它们 的 Wronski 行 
列 式 不 等 于 零 。 于 是 
Ws) ret (ES GC ) fxo)) ai hs 
再 根据 引 理 1 可 知 ， 存 在 一 个 非 零 的 广义 Wronski 行 列 式 
detCAngv)i<rswsi。 于 是 
CUCxisy yo) 一 det( 和 AgsCxziy Ts 9 Xm) env 0 


我 们 令 
Fr rr) 一 CG det (> CR Se 


= 
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kz EC a a | 


1% ,pe 


der(A. 和 1)! \ Br, az R) a? 
则 容易 看 出 Fe Z[x,,- | “9 十 是 (1) 得 证 。 
最 后 ,由 Gauss 0 1.13, 定 理 2), 存 在 ;& Q， 
使 得 5G 和 :了 都 具有 整 系数 ， 令 
Uzi, “sy Xn) 3 G(x1, Se Xm_1)» 
Vlrm) — siW (rn), 
则 得 到 (5) 式 。 由 行列 式 展开 容易 得 到 (6) 式 ， 故 引 理 得 证 。 
定理 1 (Roth 引 理 ) 设 mw 宇 1,0<C&1， 0 <s 一 证 是 
常数 , 令 


. 2 一 1 
1 wn(m,e) = 24，2 7 ‘ i 


叉 设 rs，Ph、4i(h 二 1,…, 黄 )E ZZ， 满足 


Or 2 fh, 太 二 1] -1 (8) 
3 > 0, (p97 一 上 ho= l,m, (9) 
gy 守 91 Ls WE (10) 
qr° > 2 =, (11) 
如 果 PeZ[rty,*…,xm]，P 关 04， 而 且 
eg Srss hol,:..,m, (12) 
iP| < gr”, (13) 


_ PD ... Peo. 
R nap (&, 人 ris 3 < 6。 
证 明 对 严 用 数学 归纳 法 。 妆 mw 王 1 时 ,假设 存在 非 负 整数 
ts 使 得 
A p 1 pi 
ema) 0 0 < Po (a) 0, 
好 
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PCa) ~ (a— A) TCa) (20, TeQra])， 
#1 ， 
或 者 
Plx) — (qx — Pp) (qr Tx)). 
因为 PE Z[zy]，(p1,91) 一 1， 所 以 由 Gauss 引 理 可 知 ,qi'T(x1) 
EZ[x1]， 即 941 整除 P 的 最 高 次 项 系数 ,因此 有 |pi 之 #1 。 册 二 
w= wll,8) 一 8， 由 《I0) 式 可 知 C 所 1，、 所 以 由 (13) 式 得 
qd 9 qn, 
王 是 1 志 sr,。 注意 到 R-lndP (es ",) 一 二 便 知 闫 一 工时 
命题 成 立 。 
现 设 闫 > 1， 且 当 变 量 个 数 小 于 思 时 命题 已 成 立 。 考 赎 亚 个 
首先 ,在 引 理 2 中, 令 R 一 P。 相应 地 构造 多 项 式 下、 将 定 
尽 玉 的 行列 式 展 开 , 注 意 $754 引 理 1, 由 (13) 式 可 得 
[IF!lSHCrt Deora tt DVI Tmgi ey, (14) 
根据 引 理 2, ?和 rm 十 1 必 2m ,有 
用 ft! 2m, 
(Cnt Dkrs +t DY < 2028) = 2 ta, 
于 是 由 (8),《11), (14)， 并 注意 @ 之 1, ni 十 -二 ras 过 mrs 
可 得 
- | 至 | 过 《2370h tr gr ) 
(2g & qn 
再 注意 到 (5) 式 ,由 上 式 得 | 
177] < gq, IV| < qe (C15) 
再 将 归纳 假设 应 用 于 荡 数 U(xi, 9 fm-1), 由 于 


JE 上 2 (m— 1, 三 
2 12 


因此 对 于 变量 个 数 等 于 m 一 1 的 情形 ,用 2o 代 蔡 w, 用 世代 下 
名 ? 用 lr slrs-l 分 别 代替 43 ”3 机 一 14 于 是 由 (8)， (C10), 
电 71 


《11) 式 分 别 得 到 
2o8gr rtl hm 1), 
qb gr (lhE mm 1), 
gi 2 > 2 ChE nO 1). 
还 要 注意 (6);(15) 二 式 , 可 知 DZ(Cz xm) 满足 定理 中 相应 的 
各 项 条 件 , 于 是 
R-IndU 2, ar 有 


41 Gl! 


从 而 
R-lndU (&,.. sir i (16) 


9 
类 似 地 ， 把 妇 纳 息 设 应 用 于 阔 数 了 (ss)《 这 是 变量 个 数 为 1 
的 情形 )。 此 时 有 


二 二 
“~ olme) < 二 of 人 (1 号 ) (17) 


于 是 用 rs。 代替 +,, 用 三 代替 s, 并 且 取 1 作为 常数 C， 由 (11)， 
《17) 二 式 得 gu 这 1 宇 23s > 231 


又 由 (10),《15),C17) 式 可 知 ， 
[| GS! me (Ge) (gin 一 92ormf 
ee ga” 时 》 rs I 
再 注意 (6) 式 , 则 V(x。》 满足 定理 中 相应 的 各 项 条 件 ,因此 
R_Indr (Ee; ir.) 之 
: Gs 12 


或 者 


R-indy (Br,.., Pa;r, -re)< 纪 他 (18) 
a Gn 
由 于 F ~ UV ,根据 55.2 性 质 4, 从 (16),(18) 二 式 可 得 
@ 一 R-IndF{ 色 ,pairo ro ) < 全 19 
C 9m : ) 6 ‘ ) 
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最 后 ， 记 
9 ~ RIndP (P,Pe;r, rs] 
人 Gm ) 
由 引 理 2 1) 可 知 ,在 表示 了 F 的 行列 式 中 , A 适合 
ordAs i 二 -inl 一 lr 
所 以 由 $5.2 性 质 4 得 到 
和 加 全 如 ... 
人 da， FT 7 ) 2 0 多 er) 


3 一 了 一 .一 加 一 过 一 上 


>s 一 “一 :>9 一 所 一 上 (20) 


因 指 标 非 负 , 所 以 将 表示 了 的 行列 式 展 开 后 ， 根 据 8$5.2 性 质 4 及 
《20) 式 得 到 


24 vl 由 
因此 由 (19) 式 得 到 
om mx ( C21) 
若 并 二 工 , 则 ee 
ri Fm rm 


六 = -+ 二 (一 二 )> 玉 


| re 2 2 


°°173= 


则 有 


四 一 1-! 3; (s Pe ') 
Oey — FOr ny Tm 


一 {-! >) si > ?一 1 
Ip -1S9rm 0 一 1 和 Sr Tm 
_《[arsl 十 1)9 [9r。l([9zo 十 1) 

i Zrmt 


_ er+D( — 20) 


i 


二 (f9r。1 十 1) (s 一 2 ) 
i 


[9ro] + D9 > re > 电 
2 21 4 


上 面 最 后 一 步 月 到 不 等 式 1 < ro 十 1 <<2r,( 这 是 由 引 理 2 得 到 
的 )， 于 是 由 (21) 式 总 有 


9 
所 以 3 所 6s。 因此 当 变 量 个 数 为 mw 了 时 ,命题 也 成 立 ， 故 定理 得 证 ， 
§5.8 第 三 指标 定理 (Roth 引 理 的 推广 ) 
引 理 1 设 (mi，…，m1) 一 1，m 关 0， 则 存在 一 个 款 号 
式 2 委 了 了 安 站 适合 
(111i) < | mt dn 
证 明 设 di = (mmi)j me 2, 因为 


《7921 * ,m1) mi 


(di ,di) 一 L 
因此 m, 的 任意 素 因 子 了 至 多 整除 4(2 么 关门 中 的 1 一 2 个 . 
所 以 若 证 jw, 则 4d,…d; 中 2 的 容 指 数 至 多 是 cl! 一 2)。 注意 
qd*…*di 的 这 内 子 都 是 mm 的 索 因 子 ,因此 
2 
于 是 dad 所 ja 一 。 念 机 一 min(di,……,41), 则 有 
dr hm), 


故 引 理 得 证 ， 
定理 1 (第 三 指标 定理 》 设 m1,0<s < 令 


Ww wm,8) — 24.2 "me. (如 ) . (1) 


又 设 ”rmEN 适合 不 等 式 
Wr 1， (2) 
还 设 i 一 4 十 l1 守 2, Mi 一 mntsy 十 -二 mri(h 1,.**，, 
如) 是 有 理 整 系数 线性 型 ， (rzity mi) 辣 1 天 一 1 天。 设 
5 适合 0<r 所 4 一 1 一 1 以 及 下 列 不 等 式 : 
lIMsls Ml ,hm l,m, (3) 
Lie 2 hb — 1 sm, (4) 
如 果 Z[ {zx}] 中 非 零 多 项 式 P(xr}) 关于 高 是 7 次 齐 式 (4 一 
1,"…*,m), 并 满足 不 等 式 . 
PS |M{™, (5) 
那么 
IndPCMys Mr rm) SE 5, 
证 明 首先， 不 失 一 般 狂 ， 可 以 认为 1Msi 一 Imml 《于 是 
mi 天 00), 一 1,:…, 雪 。 根 据 引 理 1 还 可 假定 
《rat < [Ml 2 
一 Ml ,he 1 (6) 
现在 用 反 证 法 证 明定 理 。 假 定 非 零 多 项 式 了 一 P({xx1) 适 
合 IndPKM .Mewiriy "9?m) > 8。 由 指标 的 定义 容易 验证 ， 
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在 还 统一 Ri{xx}] 中 ,P 属 于 理想 


[Ke) 一 di Mam 和 rm 时 


而 四 1] 


我 们 按 下 面 程序 构造 上 共有 某 些 狂 质 的 2m 个 变量 的 多 项 式 


车 1 一 2, 则 令 P? =P ~ Pm aa 3m to) 

车 上 > 2, 则 我 们 “ 赂 去 ”P 的 :一 m(i 一 2) 个 变量 za 
Ki Tm "9 Xm! 先 将 P 表 成 Miriay "XT wy 
xml 的 多 项 式 

Pp ~ Peliy ens ins (ar) Met sh Ma 
如 果 #1 了 P, 则 令 了 一 xs*P， 显 然 PelIi(e). 令 
PD = Pps Ylzy Os Riss gH Ts Tol Xm ), 
注意 己 可 未 示 成 含 Miixhuxst 的 项 与 
含 xu 的 正 寡 的 需 之 和 .因为 |ma| 关 0， 所 以 MKzay ezs0yxy 
基于 是 天 xnayxray0yxu -xs 天 0 即 P9 尖 0. 

由 P “了 略 去 "变量 zs 所 得 到 的 多 项 式 P 具有 下 列 性 质 : 

《i) 具有 有 理 整 系数 , 且 关 于 x x x "zu 的 次 数 不 超 
过 ,关于 计 的 次 数 为 1， 一 2, ,0 

Ci) 1P2 < |P|. 

Qiii) 在 环 R[xusxwy zw ,xus {xz}] 中 ，P 属于 理想 


Je》 = {Mi EPE. EE TD ER 


Diri'> |. 
Ee 


特别 ，Ind Pu 之 ind P。 
重复 上 述 过 程 ; 一 mt 一 2)》 次 ,使 得 到 我 们 所 要 的 多 项 式 


PY 一 Pru tus°* Xm m2) 
它 具 有 下 列 性 质 ;: 
(i) Pre Z[w, rn; tm Xm1]，P" 关 0， 且 关于 xs xi 的 


次 数 不 超过 ray ho ls, 
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(Ci) IP 1P1.. 
《iiiy 在 环 R[x xi "3Xmisxm2] 中 P" 属于 理想 
(Cs) 一 muxu 十 #1zx1) “Cmaxm! 十 Rd 


Dl irn> 时 


为 一 ] 
特别 ，Ind P? ;> Ind 也 。 
现在 令 
BC ri * xm) PCxiy13 -3 zwy1)， 


则 Be Ztx, ,Xs],? 了 2 0， deg。 广安 rss A l,m, 而 且 
18| < |P1,， 训 属于 理想 


ie) 一 {f(x 十 Ze) (a+ ae 六 ra 上. 


内 到 上 
又 令 
《rpiny ni 和 mst m2) 
hl1,..*,m, 
由 属于 理想 


LL(s) 一 ‘( Xi a (tr- 一 全 pe) > iars! > > 中 
由 此 可 见 
R-Indg Ci 3 ri ra (7) 


Rr Roth 引 理 ($5.7 定理 1) 的 各 
项 条 件 ， ee (ps95) = 1, ds 天 0， p= 1,-**, mm. 我 们 取 常 


数 C 一 一 。 注意 mars maz) eS mi! 》 由 (6) 式 得 
142 | ml We 
于 是 
tgsl 宇 | “ hg 1M |" p= 1,-. *y Pt, 
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因为 
lo 一 | 一 ma 


大 ms iMil,h— 1 者。 
《oprs 7 他) 


合 起 来 有 
Lie Ml (8) 
由 (3),(8) 二 式 可 得 
lg {Ml 19 二 一 19lnc， 
天 一 瑟 
这 表明 Roth 引 理 中 (10) 式 的 条 件 在 此 成 立 。 
再 由 (6),(8) 二 式 看 出 ， 
PRA dl 生 沽 (zoom) 二 一 22m， 
hl1,-: 本 
所 以 Reth 引 理 中 (11) 式 的 条 件 在 此 被 满足 。 
最 后 ,由 (5),(8) 二 式 得 到 
[8 < PieiMm IM < ge, 
即 Roth 引 理 中 (13) 式 的 条 件 成 立 。 因 此 根据 Roth 引 理 可 得 


R~IndP Bb, bm 7 
C Gm ) 
这 与 47) 式 矛 填 。 故 定理 证 完 . 

注 1 由 4$5.2? 人 性 质 5 容易 故 出 ,本 定理 是 Roth 引 理 的 推广 ， 


$5.9 Minkowski 第 二 凸 体 定 理 


为 了 后 文 的 需要 ， 我 们 在 这 里 介绍 Minkowski 第 二 吴 体 定 
理 ， 

设 爱 是 R* 中 的 中 心 对 称 闭 凸 集 ， 其 体积 VC( 绽 》 有 界 ， 即 
0<V(E) < co。 

定义 1 对 于 *& BR*, 令 
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FC#) 一 - {> 之 0，EAE}, 若 inf 存在 ， 
车 inful 不 存在 ， 
则 称 BCz) 为 关 1 鹃 的 焉 离 永 数 ( 在 不 引起 混淆 时 ,简称 为 距离 
函数 )， 
由 定义 可 知 0 和 FC(#) 之 co 并且 具有 下 列 基 本 人 性质。 
性 质 1 (i) FC(#) 一 0 当 且 仅 当 立 一 0。 
《ii) 对 任意 zE 有 六 ER 有 FC22) 一 || FC#). 
Kiiy 对 和 任意 ,六 ER" 有 PC 十 让) 才 PF) + FOF'), 
证 明 为 证 (i), 只 须 注意 家 是 有 界 的 ,因而 022 一 {0}。 
现在 来 证 (ii)。 由 于 
PCBR) ~ infti EA} ~ inf{r| 1s 1}, 
[| PC2) = Islinf{2 le XR} inf{lzl21F€ 1R} 
= inf{1 |2€2 2B} inf{11|i|ze 1 和 W}，, 
故 得 FC 经 ) 一 ]+1F(3)。 最 后 证 明 (iii). 令 一 FP(#), jp” 一 
PK 六 )。 根 据 性 质 (i), 不 妨 可 设 p' 之 0,p” 之 0。 由 F(3) 的 定 
义 , 及 经 的 闭 性 ,可 知 px” 守 《 婉 ，p” 站 € 更, 由 深 的 三 性 
得 到 


Cp tp 二) 一 


pe 


eR. 
wp 

因此 F( 阁 十 让 所 pe 十 pp” 一 PC2) 十 FC#"), 故 性 质 1 证 完 . 

性 质 2 eXi 纪 (4 守 0) 当 且 仅 当 FC) <S 12。 特别 有 

iB = 入 IF(2) SUG20, 

证 明 中 性质 1(i), 不 坊 可 假定 FC#) > 0。 又 设 F(3#) 万 
4。 因 为 统 是 闭 集 ， 所 以 《FC)) 呈 € 索 。 由 于 FPC) < 1， 
根据 $2.2 引 理 1(i) ,可知 +1F(#)。，(F(#)) < 弦 , 于 是 

TE4R. 

反 过 来 ,由 定义 可 知 , 当 4 二 FGz) 时 2 统 。 故 性 质 2 得 

证 ， 


- 
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性 质 3 设 家 ,是 集合 
ET | 
其 中 a € Rei > 0(1 孝 i,j 所 #), 则 关于 绽 的 距 访 滔 数 是 
FE) 一 maxeT | az. 


证 明 留 给 读者 (习题 3)。 

中 性 质 2 可 知 , 当 4 足够 大 ,1 弦 可 以 包含 任何 给 定 的 点 %。 
特别 ， 可 以 包含 玉 所 ”) 个 线性 无 关 的 整 点 。 为 此 引进 下 列 定 

定义 2 对 每 个 所 1 所 J 所 1), 存在 最 小 的 1 一 41, 一 A4《( 统 )， 
使 得 * 绽 中 含有 了 个 线性 无 关 的 整 点 ，1y 称 为 呢 的 将 下 人 本本 
极 小 ,名 

47 inft{f4j4>0,dim(ARNZ PN (EJ), 

出 定义 可 知 ， 


cf 1, “eey 二， 


0 Eh 
并 且 估 为 统 是 闭 集 , 所 以 存在 2?,…,2"E Z* 适合 
hi FFI) 一 min{F(7)IT ¥ 0,9 € 2°}, 
li FOEDN) 一 min{F(F)|YE Z",Y Ri, ,RY 
线性 无 关 } (2 < /<<7). 
例 1 在 统 : 中 , 设 多 是 以 (0,0) 为 中 心 , 边 长 为 1 和 4 的 岳 


长 方形 ,其 边 平行 于 出 标 轴 , 则 4( 统 ) 一 pa 一 2, 


例 2 在 民 中 , 设 纪 是 以 (0,0) 为 中 心 ,以 上 为 半径 的 二 加 
盘 , 则 (过) 一 14x( 霓 ) 一 12， 
例 3 在 Re 中, 设 哆 是 由 下 列 不 等 式 定义 : 
Ia M1 M1， 
则 4. 和) = MU) = 1 = ?2,4 
关于 相继 极 小 ,有 下 列 重 要 续 果 ， 


* 0。 


定理 1 (Minkoewski 第 二 上 同体 定理 ，1907)? 设 过 是 R* 
中 闭 的 中 心 对 称 有 界 廿 集 ,具有 体积 7 一 V《 绽 ), 则 它 的 相继 极 
小 2 一 4( 玉 (1 之 J 也 #) 满足 不 等 式 

< Vh 2 (1) 

注 1 如 果 斑 守 2", 邮 可 委 2V7T 才 1 即 4 起 
1, 因 此 , 绝 一 1， 呢 包含 非 零 整 点 , 这 就 是 Minkowski 第 一 此 
体 定理 ($2.2 定理 1)。 

为 证 明定 理 1, 我 们 需要 几 个 引 理 ， 

引 理 1 设 *?,-…,*" EZ*, Q 线 和 狂 无 关 , 则 存在 坐标 变换 
《 模 变 换 ) 

x 
HE ZL, ldet(1.)| 一 1， 
使 得 在 新 坐标 系 之 下 ， 让 ?+,………,z'" 有 坐标 
Crass tind 0 im 1 下。 

证 明 ”根据 第 三 章 附 录 中 性 质 3 和 性 质 4 容易 推出 这 个 引 
理 ， 

因为 模 变 换 把 整 点 变 为 整 点 ,并 不 改变 党 合 的 凸 性 和 对 称 性 ， 
所 以 # 个 线性 元 关 的 整 点 六 >, ，…; 凡 ” 可 以 假定 具有 下 列 形状 

ED ea Crp 0 0] 一 1 92 (2) 
其 中 xijeZxi 天 0 一 1 7 
引 理 2 如 果 立 一 (xz xze)EZo 且 PEz) < rz， 则 
wi Xr 0, 

证 明 因为 FE) 过 ,所 以 3€ 17 沈 , 于 是 与 洒 D， 
这 7 1 线性 相关 。 如 果 不 然 ,可 出 定义 推出 FC) 之 1y。 这 与 假设 
矛盾 。 因此 由 《27? 式 推出 人 0。 故 引 理 得 

引 理 3 设 闵 一 zc y 且 


FP(¥) < A FCO") < po 4 
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则 一 (CT i 
证 明 根据 性 质 1 (iii), 有 
Plz” ~—¥) F(X) 十 FCO) < > 好 十 和 一 


所 以 由 引 理 2 可 色 | 
Es 
故 得 引 和 理 ， 
现在 令 WY A414) 一 1 鹃 。 对 于 每 个 整数 过 1 安安 *)* 定 义 
集合 
FAD 一 {nds es 
一 (x) 14} 
式 中 {x} 表示 x 的 分 数 部 分 ， 若 和 关 2 由 于 4 统 忆 % 元 , 则 我 
们 有 XA) 二 YH AY)。 记 A24) 的 体积 
VA 一 了 CS KA4)). 
显然 了 Xa14) 是 1 的 连续 增 函数 ,并且 . 
VA 一 FS 委 了 (1 天) ~ VOR) 
一 《ix 一 和) 有 静 )。 
由 于 ,A(X4) 包含 在 # 维 单位 立方 体 [0,1》 中， 所 以 对 于 一 切 
414 产 0, 有 VV.(2) 志 1. 


引 理 4 如 果 i170 EI 一 1), 则 有 


V1) 和 VA), 
证 明 首先 假定 1 < n> 0). 令 


i= {ns x Cr RR} 
对 任意 一 组 (51,"…,87)E 多 1/， 记 集合 
SE ET Est -| 
一 556 W114)), 
ES 一 人 人 1 
一 《5 WY 1, 
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它们 的 体积 分 别 记 作 


viCt1, 下 ,E71) ed VOT), vA 7) 全 VO), 


PCD = | 站 


Few th) (EE EF 
V2) | -| 人 一 |- | v1 ***, Ed “dE 
Few lh) C61 EF] 


只 须 证 明 对 所 有 (ED 多 1 有 
FE ,ED 一 SC 71) 

由 于 X54.……;51) 中 的 点 部 是 由 SC5 ,5/) 中 的 某 个 点 
平移 一 个 整 向 量 3E 2 而 得 到 ,所 以 只 须 证 明 8 人 55 #1) 
中 不 同 的 点 经 过 平移 后 不 重合 。 事实 上 ， 如 果 不 然 ， 设 《$7+1， 
,En) Ea (E+ ,Ea) 都 属于 (Es . 5) 但 是 (fi]， 
于 是 2 过 中 存在 两 个 不 同 的 
点 

站 到 (CREE TE | 
和 
这 一 《xl xx 
其 中 {4a} 一 后 fx ED XI Bit "Xa ™ CT 


S419 Xn Ene 根据 性 质 2 可 知 
PC < > Wi FE) SL < 2 5 二 
显然 这 一 ze Z"。 根 据 引 理 3 可 得 


全 La 
XI NItls Xe ™ Tne 


广 与 前 面 的 假设 矛 乔 。 因 此 推出 V2) 一,(24)。 
其 次 , 设 2 = wn 之). 取 6 之 0, 使 XY 一 +1 一。 之 0， 
则 有 2 < 了 Xt 如 上 述 所 证 ,得 到 
Vs > 5) Vd ee 5), 
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由 VJ(4) 的 连续 性 , 令 6 -> 0, 有 V4) = V4) 
最 后 ,如 果 J 一 0, 由 假设 可 知 1 所 六 从 而 4 玉生 ( 一 1， 


1)", 因 此 对 任意 ACO0 志 J 所 #), 有 (0) 一 4 统 , 所 以 VA(2)= 
V4)。 故 引 理 证 完 ， 

引 理 5 设 纪 是 y 维 单位 立方 体 [0,1)7 中 的 某 个 区 域 ,Cbs 

57)E R7， 令 

2 一 区 (5 十 2， "3 [5 十 x1}) | (xs "X71)E€ >}, 
则 VO) 一 V9). 

证 明 因为 SL0,1)!, 所 以 平移 一 个 向 是 (6, pv) 后 
得 到 新 的 区 域 

{Bm bx) Cn, ,rE So} 
仍 在 某 个 单位 立方 失 《 其 边 长 为 1, 边 与 坐标 轴 平 行 的 集合 ) 内 - 
用 坐标 网 zi 一 zi, 6Z，i 一 1 J， 来 分 荐 9” 为 若干 部 
分 ， 将 这 些 部 分 全 部 平移 到 [0,1)! 中 。 因为 22” 中 任意 两 点 
的 各 个 坐标 之 差 的 绝对 值 都 小 于 1, 所 以 这 些 部 分 平移 后 互 不 重 
选 。 事 实 上 ， 如 果 不 然 ， 设 9 ”中 有 现 个 水 同 的 点 至 少 有 一 个 坐 
标 不 同 , 即 zi 党 Xi ;但 {zx} — {x; 1}. 因为 有 
1> | — | 1] + {rx}) — (x:] + {2})! 
-1[x] 一 [xi ]|， 

所 以 [#1 一 [xi ], 这 与 科 夫 站 了 矛盾。 于 是 我 们 有 Vi 
8742) 一 了 (2 )。 故 引 理 得 证 。 

引 理 6 若 4 守则 


VO) > (2) V2). 


证 明 记 集 合 
Gi {Esp Ea NE = (Bs EE WN, 
对 任意 一 点 (Et1s ny “0) € 你 :， 记 集合 
FGrt a) (5 
一 《5 Ea) € WW (2)}, 
*}84. 


其 体积 为 
vilt p41 ii 3 > V(T ,). 


因此 
V(2) 一 | SE -| 46 dE = | | viCErts***s Ee) 
dew 2) 1 
X dy (3) 


类 似 地 ,对 于 丰 和 JX) 我 们 还 有 
了 区 和) 3 全 | vitEsr, “Ea dE “4 (4) 


pT ES 
由 于 GAVE (14), 所 以 有 EA 
下 面 我 们 指出 ,对 每 点 《地 7+19 “3 ESR 有 


vuErry "a) (之 So 5 小 《5) 


为 此 ,任意 大 定 一 点 《ery1，*… ao)e 多 vw,。 著 (5) 式 左 边 为 零 , 则 
(5) 式 自然 成 立 。 所 以 不 妨 假 定 (5) 式 左边 不 等 于 零 ， 于 是 存在 一 
点 
一 《ol -CO1i ENR 
满足 
{a {aor} sa 0) € WAY). 
对 任 普 点 . 
CT Gy+ip 902)€ % 2), 
根据 定义 可 知 ,《& ,1) & [0,1)!, 并且 存在 整 点 (xt,…,w1》 EE 
Z! 使 得 
be 
由 性 质 ! 和 性 质 2 推出 | 


r (Gs+) < tr) 
< (4)r+r—n 


» 8 坟 


人 一 1) be 


令 5 一 人 仁 所 1) a — 1,…,7)。 由 3 和 z 的 定义 得 到 


(fi 十 $,}, St » {br 站， 妆 p+" 四 <- € % 12). 
记 集 合 
Fe ,0.) 
< 人 CE 7 Oo] 
{hte {6 + Nh + se, 


S {6 十 sj py QI+t3 i co. € Yi). 


站 er A 外 
显然 ET (Fs ems) 由 引 理 5 可知 VC57) 一 
7(S2 )。 于 是 
zi 必 Q7H VS) VT) 
v {i 
< A d+ly 可 小 
因此 ,(5) 式 成 立 . 
最 后 ,由 C3),《4),(5) 式 推出 
vA) < dos 二 ， 
ee 2 .A pe 
<| f(z Si 
中》 
es 2 (一 站) 
() CD， 
故 引 理 得 证 ， 
现在 我 们 给 出 
定理 1 的 证 明 首先 证 明 (1) 式 左边 的 不 等 式 。 假定 4 个 线 


» 6 。 


性 无 关 的 整 点 
ED (xD, 
达到 统 的 # 个 相继 极 小 ,也 就 基 说 
FN) 一 tT = 1 
因此 det(z0?) 冯 40， 由 于 x 从 EZ, 所 以 有 
|detCx)| > 1 
考虑 集合 
玉 一 入 一 闫 2 十 十 下 芝 和 | pl 力 十 十 | 和 
< loreRI< < 过 对。 
根据 性 质 1 可知 , 当 ze 鹃 ' 时 ， 
F(X) 一 Fp D+ -+ As 
Spl FN) T+ + [pl PFO") 
|edit + la 1, 
于 是 2€ 鹃 ,因此 弦 ' 邱 缠 。 容易 看 出 ,如 果 设 


7 一 D3 Tpisi 1, + 


jl 
则 
veR)— | 全 …。 
Te 二 
一 |detCxp 7 全 dp da 
[ETS md | 
— ldecCs®)| 二 | em 
i 
~ 2"|det(zx®?)] 
从 
#1 
于 是 有 


V(R) VR 
#4 A" . + 
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这 就 证 朋 了 (1) 式 中 左边 的 不 等 式 ， 
为 了 证 此 (1) 式 右边 的 不 等 式 , 我 们 继续 采用 上 述 引 理 中 的 记 
号 .由 引 理 4, 取 了 一 0,1, 分 别 得 到 


“(n-ne 0 
到 0 

在 引 理 4 中 ,如 果 取 了 一 1，2 一 二 4。 则 得 
CAACEN (8) 

在 引 理 6 中 , 取 了 一 1， 1 一 二 1 一 二 和 可 得 


3 人 "0 9) 


由 (7),(8),(9) 式 推出 
A A 
一 般 地 ,在 引 理 4 中 , 取 2 一 二 如 和 2 一 二 zt， 分别 得 到 
A 
A 
在 引 至 6 中 ， 取 1 一 本 ten 和 一 二 ln 则 得 


A MA 
于 是 推出 四 


«—/ ， 
V, (> ii) 之 (5) 7 。 (+»), 了 一 1 一 
C10) 


= 1h 。 


TP 


最 后 ,将 (6) 和 (10) 式 中 的 # 个 不 等 式 相 葬 得 
1 ph 
下 。 (+ 1.) 之 i V( 统 ). 


注意 V， (+ 2.) 二 1, 便 得 到 (1) 式 中 右边 的 不 等 式 , 改 定理 1 得 
证 。 
§5.10 Davenport 引 理 


定理 1 (Davenport 引 理 ，1937) 叫 设 ,是 芋 一 
《x1，* "xa》 的 实 系数 线性 型 ,其 系数 行列 式 为 1。 又 设 平行 体 

R= rx) i LR E11 i) 《和 

的 相继 极 小 是 4,…,2%,。 如 果 npc 及 满足 下 列 条 件 : 


Pipz "ps ™ 1, 《2) 
Pi 疡 Pp 守 之 pn 之 0， (3) 
Pa41 二 Pa222 安 pn 所 Pen? (4) 


邦 么 存在 上 ,，… ,上 的 一 个 排列 工 ;,，,* "上 i,, 使 得 在 新 编号 下 ， 
平行 体 

RHR Wy rp Ld) E11 EI (5) 
的 相继 极 小 2 ,2 满足 不 等 式 


Zpl; SY E21pihl IRn, (6) 
证 明 由 Minkowski 第 二 凸 体 定理 (35.9 定理 1) 可 知 
a A (7) 
nl nl 
令 
NGCz) 一 max(| Li(2)),-.…*, |L,C#)|), 
则 


R= {INCE) < 1}, 
又 没 人 是 ”个 线性 无 关 的 整 向 量 , 满 足 
NOD) = iyj 1 


» Bs * 


首先 , 记 5; 一 [市 *, 诗 ] 《于 由 高 张 成 的 子 空间 )， 
} 一 1， 2 则 对 每 个 这 < 5;, 实数 工 (),"…", 工 (2) 满足 a 一 i 
个 线性 关系 式 , 其 系数 只 与 Li) (1 所 8， 1 魏 太 < 魏 力 有 
关 , 并 且 这 些 关系 式 是 线 簿 独立 的 ( 芭 尾 意 一 个 关系 式 不 能 由 其 他 
几 个 关系 式 的 线性 组 合 给 出 )， 事 实 上 ,着 *€ 3 则 


i 
全 >) GRRRS OA E R,* Ny 1, 7 
二 1 
从 而 
f 
Lt¥) 一 >, axLsCzr)sh 一 上 
是 一 1 


把 它 看 作 以 mm, … :oj 为 未 知 量 的 ”个 方程 组 成 的 线性 方程 组 ， 
显然 它 有 唯一 解 ， 因 此 它 的 系数 矩阵 (CEA 7 及 其 增 广 托 
阵 的 秩 都 是 j, 于 是 上 述 论 断 成 立 . 
现在 将 工 ,……, 工 。 重 新 编号 如 下 :; 根据 上 述 论 断 , 当 六 ES。- 
时 ， 工 (人),*… ,LL。 计 ) 满足 一 个 关系 式 
ULCR) + TF ULAE) 一 0 7 UE R, (8) 
重新 编号 确定 下 标 #, 使 |U,| 一 maxl Uil. 当主 € 5.2 时 , 工 ,(*)， 
-上 (ztz) 满足 两 个 关系 式 , 由 它们 消去 L,(3)《 注 意 ， 这 其 新 
编号 后 的 ) 可 得 (办 ,，…, 工 ,1 人 区) 间 的 关系 式 
VDE) + VL i) 一 0 VER, (9) 
重新 编号 确定 下 标 * 一 1, 使 [VV ,| 一 ax | V;|。 继续 重复 这 
个 过 程 即 可 完成 重新 编号 。 
在 新 的 编号 下 , 若 工 ,, …, 工 。 满 足 (8) 式 , 则 
(UL UT UL 


因为 | 如 | 过 1,j 一 1,……s# 一 1， 所 以 


| < Iil 十 Vu 中 | 工 。i| 。 
于 是 得 到 


尼 | 十 -十 | 工 。-| 之 《Li 十 … 二 15,|)。 


2 
2 
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火 似 地 ,如果 工 1 -3 工 。 洲 足 (8),(9) 二 式 , 则 有 
I 


> + LD. 


如 此 等 等 . 
一 般 地 ,如 果 E SASj_1Cj 一 1，… 5, 并 且 5 理解 为 [0])， 
那么 这 与 床 ,…-， 告 4 线性 无 关 ， 册 履 的 定义 可 知 
NO) > %. C10) 
根据 上 述 论断 ， 芭 ),………, 工 ,(z) 满足 # 一 j 个 线性 关系 式 ,类 
似 于 前 面 的 推理 ,并 注意 不 等 式 (10) ,我 们 得 到 


1 二 二 CE 十 二 1 
> 《11) 
由 (11),《3) 二 式 可 得 
max (plL:|,-…, Pr lL,|) 之 inax 《or ,pil Li) 
> Fol +t 十 [ED 
> pi > 2 pihy. 
j2°7 
另外 ,对 任何 Es 必 在 在 下 标 2 之 jf， 使 EE SNS。 1 于 是 
同 理 可 得 | 
ax 《ai| 工 :| pa [Ll) 之 max(Kprj 工 上 |， ,0,1L,.|) 
i 
yp2°" vv F ' 


因此 接 - 如 的 定义 可 知 : 
V2 pl j= 1,..,4, (12) 
这 就 是 不 等 式 (6) 的 左 半 部 分 。 
最 后 ,由 (2),《7),《12) 式 可 得 
Yd) 


* 1491 ， 


和 (2 72) pi pihjPitditl ‘pnts) 
= 2 DpAA( pr pod- ha) 

nm 2768 DD pA: 。 -1 

-< 2" 91 

< 2 1 pili, 


这 就 是 不 等 式 (6) 的 右 半 部 分 。 于 是 定理 得 证 。 
§5.11 线性 型 的 复合 


设 * 为 大 于 !1 的 自然 数 ， 用 o,r,- 表示 有 限 亿 
{1,2,-.*,"} 
的 子 集 , 用 0 , 古 ,分 别 表示 99,7,-… 在 {1,2…,#} 中 的 补 集 ， 并 
令 
{17 一 及 (C1 
对 任何 整数 pCl 寡 魏 2， 令 集 合 
Clnsp) = {oloCct{l,..*,#}, lol = p}, 

这 里 jc| 表 示 有 路 集 r 的 元 素 个 数 。 显 然 


cp =— NOD — (0 ). 
设 六 = Cx, ,x+a》 的 实 系 数 线性 型 系 
Li(2) 一 FD) is, i 1- 人 (1) 
的 系数 行列 式 
- |A| ~ detCai)ieisjcs > 0。 
对 任何 国定 的 1 安放 委 2)， 用 4 吕 表 示 4 的 一 个 请 阶 子 式 , 它 


是 由 4 中 所 有 行 标号 ;6 og， 列 标号 jE * 的 元 素 按 原 来 的 位 置 组 
成 的 行列 式 。 声 构造 一 个 N(p) 维 商 量 


总 六 一 {X.,} rECIn pg) 


在 不 引起 混 清 时 ,将 它 简 记 为 X， 我 们 将 CCn,p》 中 所 有 元 案 
1193 


技 某 种 方式 (例如 按 字 典 方式 ) 编 号 为 rpy… :rwtp， 则 总 的 各 
分 量 排列 如 下 
区 一 (Xi, X2 KN) 
— (Xes Xess Rew) 
对 于 每 个 ee CCn,p)， 作 一 个 以 呈 为 变量 的 线性 型 
LTR)— 5S! AWRX,, aE Cln,p), (2) 
TrECC,p) 
这 样 共 得 NCp) 个 线性 型 。 再 令 
LX) 一 2 (YAGIX, ECls,p), (3) 
”定义 1 上 上 面 定义 的 (2) 式 中 的 线性 型 系 称 为 了 …， 工 ,的 
p 复合 线 体 型 系 ， 把 (3) 式 中 的 线性 型 系 称 为 (2) 的 共 轿 线性 型 系 
《或 伴随 线性 型 系 )。 
由 线性 型 系 (1), 可 以 定义 Re 中 的 一 个 平行 体 
HA = LL) 宝 co 一 1 (4) 
其 中 c; 关 0， 相应 地 ,由 线性 型 系 (2), 可 以 定义 RVe? 中 的 一 个 
平行 体 


Hn {RLPR)) < Coe Clr,p)}, (5) 
其 中 l 
c, = Je, secCln, p). C6) 
TIE 


定义 2 ”上面 定义 的 9 称 为 .2 的 请 复合 平行 体 ( 简 称 
了 复合 体 ). 

我 们 把 (2) 的 系数 矩阵 记 作 

站 (CAB) recnenl SPEn, 《7) 
并 令 
人 一 《一 DFTP ecnn I EP Es, 

即 41 中 的 元 素 是 4‘? 中 相应 位 置 的 元 素 ( 它 是 4 的 一 个 2 阶 
子 式 ) 在 4 中 的 代数 余子 式 ， 显 然 ,4em 和 4'? 都 是 NCp) 阶 方 
阵 ， 


= 9» 


定义 3 4e 称 为 4 (线性 型 系 (1) 的 系数 甜 降 ) 的 了 复合 隆 . 

我 们 先 证 明 几 个 引 理 。 

引 理 1 (i) 行列 式 14 1，|*| 的 值 与 在 CCesp) 中 
的 排列 顺序 无 关 。 

Ci) 14ee| 一 Lerai 

CiD 14eollhel 一 19 

Civ) 14of 一 14 必 1 

证 明 (i) 当 o,,o。 换 序 时 ，A'# 中 第 ww 两 行 互 换 ,但 同 
时 第 w,A 两 列 也 互 痪 ,因此 | .4e| 其 值 不 变 。 同 理 | 末 m| 的 信也 
不 变 。 

《ii 4 一 中 的 元 素 是 《一 1 一 1z4 侣 其 中 多 ;x 分 中 
是 Xx E C{n, nC— pp) 在 {1,°* ‘+ ,7} 中 的 补 。 从 而 Xm € Clin, 
2), 再 从 第 x 行 提出 公 因子 (一 1》”, 从 第 列 提出 公 因 于 (一 1)”， 
并 注意 

(一 Dz I (一 D 一 1。 


” YECKarm 一 站 xECUm rn py 
故 得 结论 。 
iii) 由 行列 式 的 Laplace 尾 开 定理 可 知 ， 
ApAim 中 在 《o,X) 位 置 上 的 元 素 是 
2) APC— CIA 
TEC p) 
十 J o = 
0， 当 o 关 X%。 
因此 
(有 FT 一 141 wl De 
a ( 0 A 
所 以 得 到 |4m1|44”| 一 |41*m。 由 于 代表 示 转 置 ,有 1 休 六 1 一 
14 1, 故 得 (iii). 
《iy) 把 141 的 六 个 元 素 看 作 未 定 元 ， 则 141 是 一 个 不 可 约 多 
项 式 。 事实 上 ， 如 果 1 4 一 二 fs 不 妨 假定 qn 在 中 出 现 ， 那么 
由 行列 式 展开 可 知 ，ci(i 一 1 … 59) 只 能 全 在 六 中 出 现 ， 类 似 
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地 , 若 刻 食 有 mi) 则 orisli 一 1,… sn) 只 能 全 在 为 中 出 现 。 于 
是 车 ou 在 磋 中 , 则 一 切 oj (1 所 i 所 2 全 在 五 中 出 现 , 故 司 
.推出 f= 1。 因 此 14 不 可 约 ， 
依 Kiii) 所 证 ,作为 诸 oi 的 多 项 式 ,等 式 
41 1An| 141 
的 右边 是 不 可 约 多 项 式 的 霸 。 因 此 
14e| = cl41, 
式 中 :之 0 是 整数 , “ 是 常数 ， 比 较 am 的 次 数 ,可 知 
n—1l 
A Ce 1) 
又 因为 14eo 和 141G29 中 都 合 有 相同 的 项 (Caunw……ass》 ,所 
以 = 一 1。 于 是 
4 ~ |41(7-1), 
故 引 理 得 证 。 
引 理 2 设 .2 的 相继 极 小 是 4 志和 … 志 41s， 的 相 
继 极 小 是 和 sm " » TWP)? 则 有 
Ca) De Lh < -la <( 
" Tne} 


证 明 根据 $2.2 例 1 让 
VCHK) ~ 000 oeslAl™. 


| = 一 1 SE 
NN ) -1) 并 应 用 引 于 ,同样 可 得 
VOCK mH) = 2* I Cl An! 


md 2AKCci- “ee 14 1 一 
一 2-TFC2G 
根据 Minkowski 第 二 凸 体 定理 《8$5.9 定理 1) 可 知 


A VN G2, (8) 
[9 


Nn 
Nr Sm VD) 2 C9) 


将 (8) 式 各 边 了 次 方 ,然后 与 (9) 式 各 不 等 式 反 向 相 除 , 即 得 结论 ， 
故 引 理 证 完 . 

对 于 只" 中 任意 区 1 声 p 声 #) 个 向量 ET 作 pXs 
答 阵 


并 记 交 一 (zu ,Xa)， YY 一 1,'"*,P。， 把 的 所 有 ? 阶 子 式 作 
为 分 量 ， 也 就 是 说 ， 设 rE Cln,P)， rT 一 (5 sip)， 则 把 XX 的 
第 ai 列 所 作成 的 子 式 作为 第 r 个 分 量 构 成 RY 吕 中 一 个 向 
量 , 把 它 记 作 


并 称 为 京 ，，…z 的 外 积 。 
引 理 3 (Laplace 恒等式 ) 对 任意 两 组 向 量 训 ，'…，z 和 
PoE Fs*, 有 
(人 i 人 zz,) 村 《六 人 六 六 detCz; 是 idcp, (10) 
式 中 ， 表示 R* 中 两 个 向 量 的 内 积 。 
证 明 ”因为 (10) 式 两 边 是 志方 的 线性 函数 ， 所 以 只 须 对 于 
R" 的 基 向 量 3。 证 骨 
CanA AE,)* (EnA:- 和 人 zi) 一 detlBi, * Ej)icracpe C11) 
当 fa 一 [一 ECCzp) 时 ,容易 算出 
WA Na 一 (0 0, 士 1,0,… 0) 一 Es 
站 入 .人 下 00 B10,.…,0) — 士 E。 
六 而 得 到 ， 
(En 和 大 2) CanA Mei,) 
一 入 当 人 hs 人 
一 1, 当 {ip} 与 仿 ,……' ,fp} 合 偶 性 相 肥 。 
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又 天 为 


i Bn. 若 2 ed Bis 
ECE." En 
” i 10， 若 i, 天 5 
因此 可 以 算出 
> | 0 
det(é;, a Bj) ncp ms 《一 1 的 和 "| 
Dryp 
一 (一 0 二， 


其 中 Iuo 一 1] 二 1 1 十 0 或 0 十 1， 并 且 当 fi 与 {i 
,jp} 奇偶 性 相同 时 ，>, cv 为 偶数 ， 否 则 ， 它 为 奇数 ,因此 ， 


(11) 式 成 立 . 

对 于 其 他 情形 , 即 当 {，…siz} 或 倒 ,"……,jis} 中 有 重复 元 
素 , 或 者 {i， ,ip} 和 仿 ,……,ip} 是 CC,p) 中 不 同 元 素 时 ， 
《11) 式 两 边 都 为 零 , 因 此 (11 ) 式 成 立 。 故 引 理 得 证 。 

定理 1 (Mahler，1955)69 设 41.,… 2。 及 yw 分 
别 是 .9 和 .2 的 相继 极 小 , 令 


De ™ Il ti, cE Cln,p), 
i€Eo 


并 且 将 它们 按 大 小 排列 成 
Vy 
则 有 ee 
TCD nplyvis j= 1,2,.°" ,NCp), 
证 明 ”由 相继 极 小 的 定义 和 85.9 性 质 3 可 知 , 存在 线性 无 关 
的 向 量 京 ,… ze 2， 满足 
[| SS oi 《1 Sm)。 (12) 
因为 高 ,…*, 环 。 线性 无 关 , 所 以 
det(Fi)icics 天 0, 
车 Zr 中 作 NCp)》 个 向 量 
RD 一 让 人 人 站) 
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由 引 理 2 (iv) 得 
det( 吕 ?eccde 天 10。 
因此 , 痘 m(re Cln,p)) 是 线性 无 关 的 。 
注意 (5) 式 中 LY 的 系数 正好 是 (7) 式 中 和 矩阵 的 第 = 行 向 量 ， 
如 果 一 三 ,……, 鹿 } ,那么 LY 的 系数 构成 的 向 量 为 恩人 人 
有 《其 中 到 一 (co cs)，" 一 站) 是 (4) 式 中 线 账 型 
Zi; 的 系数 构成 的 向 量 。 因此 根据 引 理 3 可 知 
| 工 守 (元 o)| 一 lderCa;, * Ti.)| 
《a = fis i}, To {fis si} or rE Cn, Pp)). 
由 (12) 式 得 . 
| 区， ,| 一 | Li, CRB) < case 
于 是 
ILPCRS) | < plone cidir hy 
— plCsps, os,TE CCn,p). 
将 re Cn;p)) 按 天 小 排列 后 ， 1 的 定义 可 知 
pvpi el, Np), (13) 


Po ， 得 到 
Vi Dw) HH en 


dECn ,py ES 


式 中 N 一 N(P). 于 是 


证 空 DR HH 


> V1""* pwCPEY Dy pj Di * pw) 


4 pe 
NCPID™™ 
由 (13),(《14) 二 式 可 知 引 理 得 证 。 


Ts j 一 toNCD。 {14) 
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$512 S 正规 系 


设 ! > 1,8 是 {1，………，, 颖 的 一 个 子 党. 若 谭 这 一 (xi 21) 

的 i 个 实 代 数 系数 线性 型 
ME) ~ Pant 十 Boy l,l, 

记 其 系数 年 阵 B 一 (Biijigigt。 设 detB 一 1， 

定义 1 {MH:… Mo53} 如 果 满 足下 列 两 个 条 件 , 则 称 它 为 
$ 正规 系 : | 

(i) 对 于 每 个 i€ 5, Mi(z) 的 系数 B84,……* ,Bi:《 它 们 构成 8 
的 第 i 行 ) 中 的 非 零 元 素 在 8 上线 狂 无 关 ， 换 句 话说 ， 当 ic3， 
Mi(z) 一 0 当 且 仅 当 半 一 0. 

(并)》 对 于 每 个 Cl 夸大 所 门 ,存在 一 个 i€ 5, 使 Bi 0, 换 
名 话说 , 8 的 每 列 中 有 一 个 非 霉 元素, 其 行 号 属于 5， 

我 们 同时 考虑 这 一 《2 2) 的 ?个 实 代 数 系数 线性 型 

Li2) 一 cl 十 二 i 11, ,dd, 

记 其 系数 箱 降 4 一 (ai)uaucr 设 detA 一 1。 用 4 表示 元 案 
ui 的 代数 余子 式 ， 

定义 2 如果 {L,I;53}》 满足 下 列 两 个 条 件 ,， 则 称 它 为 
5 正常 系 : 1 

《i) 对 于 每 个 i€ S，4a 4 中 的 非 零 元 泰 在 Q 上 线性 
无 关 。 

《ii 对 于 每 个 XC1 委 丰 安 站 ,存在 一 个 i€ 5 适合 4 尖 0。 

如 果 采 用 上 节 的 记号 , 则 有 了 |; 一 工人 ,i 一 1,…,l。 令 上 二 
LPG 一 1,.…,l) 是 LX(i 一 1,.…,1) 的 共 包 线性 型 系 , 容 易 看 
出 ，{ 工 ,"…,L;3} 是 8 正常 系 当 且 仅 当 全 ,,……*, 上 1;5}》 是 5 
正规 系 。 SR 

定理 1 《M 型 高 的 估计 定理 ) 设 1 一 nn 十 1,{L,**-,， i; 
3} 是 实 代 数 系数 的 5 正常 系 。 又 设 c4,-… ,ci 是 实数 , .适合 条 人 忻 

Pe i ee i i (12 
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有 
ci 0,1€ 5. 


(2) 
{3) 


如 果 6 > 0,0 > 0， 沪 ,…*, 帮 是 Ri 中 的 线性 无 关 整 点 ， 且 满 


是 不 等 式 
[LAB)| < OO <i, Sin), 
那么 对 于 型 M 一 M1{ 吉 ,……, 囊 ,其 定义 见 $5.6) 有 
@5 < 委 |M| OF 《 当 QO 之 C,), 
式 中 C1,Cz,C; 是 只 与 83,L,"-*,L: 有 关 的 正常 数 。 
证 明 由 Mi{D,…, 珍 .} 的 定义 , 它 可 表 为 
MX) — min 二 -十 mixiy 


其 中 mi 一 这 里 oo 是 w X7 枯 阵 


划 去 第 让 列 元 素 后 所 得 的 子 式 与 (一 1)4t 之 积 , 且 


站 《is “353 细 1 )。 


(4) 


(5) 


首先 ， 记 Ti L; je < 安居 1 了 喷 闻 。 由 (4) 式 可 知 


Iwi SOSiSLl EIiEn 


对 于 每 个 式 1 所 j 委 四 ,注意 {L1,-…, 上 Li;5} 是 5 正常 系 , 其 系 


数 行 烈 式 为 1 ,由 上 式 解 出 i de …,wi) 的 各 个 分 量 。 


意 由 (2) 式 可 得 
ji 和 CO GekELl EIi<n). 
从 而 
Iwi| < C0", 一 1 
则 得 


IMI C0" < 9" ( 当 0 > C0), 
于 是 (57 式 右边 部 分 得 证 。 
为 证 45) 式 在 半 部 分 , 记 行 询 式 
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注 


工区 态 )- 下 区 Li{) 
人 | | 
工友 ;区 也。 Ln ). "工区 三 。 | 
并 考虑 下 述 的 i; 设 M{ 埃 ,-…, 芒 ,}】 的 某 个 系数 mt 交 0， 由 于 
{Li,* "… Li;S} 是 S 正常 系 , 所 议 存在 一 个 i€ 5S 使 Aii 0， 且 
Li “sg A Se » i Q 线性 无 关 . 对 于 这 种 1, 由 (1),(2),(3) 式 
得 cr 二 -于 cit 十 cn 十 …* 十 0 所 0, 而 由 人 《4) 式 ,民生 展 
开 后 ,其 每 一 项 绝对 值 不 超过 
- 了 ea 
一 0 
因此 
IAi| <a10 ™, 《67 
男 一 方面 ,容易 看 出 
Li(w1) 一 
式 中 库 是 工 ; 的 系数 构成 的 向 量 Cens,…* 01) 因此 ,根据 35.11 引 
理 3 得 到 
|Ai| 一 [|C— Diw An 十 (—1) wedi 二 (—1)wrAul. 
从 而 由 (的 式 得 


[wiAi 十 ssh 十 十 24 < nO "s, 
式 中 4 与 4i; 至 多 相差 一 个 符号 ， 上 式 两 边 除 以 wa 之 1) 即 得 
[mh 十 yp 十 十 mdil < Oe ; (7) 


令 Ki de 1 [Ki:Q1 二 di,d 一 maxdi。 内 
为 I 天 0， A 天 0 且 A 人 人 -Liz 中 非 零 元 素 Q 线性 无 关 ， 
所 以 (7) 式 左边 不 等 于 零 。 于 是 

[NgioC mA 十 … :十 Mid 之 Cay 
式 中 Naxrof ' ) 表 了 未 域 六; 中 的 范 数 , C 之 0 为 一 个 常数 。 注 意 
mAh 二 十 Ai EE 
ImA 十 ， :二 mAs)| CCIM, 1 ,di 

所 以 


2031， 


fm tA 
Til 了 1 CC M1) 


> CMI Cl M1. 
由 此 式 和 (7) 式 可 知 
GM So ", C8) 
但 是 ， ee 4> 1。 于 是 由 


， 可 得 


二 > COT > 94. 
故 定理 得 证 ，。 


$ 5.13 ”关于 最 后 两 个 极 小 定理 


设 *> 盖 1) 记 1! 一 # 十 1 
定理 1 《2-: 定理 ) 设 {Zi… :33 是 3 正常 系 ,，4fr……， 
4 是 正 数 ,适合 条 御 . 
-ALAi—i1l,A 守 1 (i€ 5). . (1) 
又 设 平行 体 
Hx) EI < A 1 (2) 
其 相继 极 小 是 2 “019 则 对 性 辫 >0, 存在 一 个 常数 如 一 
CC6ii…… 工 58)》 有 具有 下 列 人 性质: 
di 之 2 当 Dzmaxd -40 co)。 (3) 
我 们 先 证 明 几 个 引 理 。 


引 理 1 设 6> 0,N >> 二 是 一 个 整数 , 记 一 汪 ， 如 果 eu 


"ore 及 适合 条 特 
oe 0 cI ei) ,ec 0(i€ 5), (4) 
式 中 5 是 {1,-……, 人 站} 的 一 个 子 集 ,那么 存在 c+,-… ,cE Zn 《Zn 表 
示 Ts 
ote 0 tI <i) cES) (5) 


" 3908+ 


lof el < i 1,1 (6) 
证 明 不 妨 设 所 有 cK Zn Gi 1,'°*,0), 如 果 不 然 可 令 相 
应 的 c; 作 为 注意 所 有 的 cE€ [一 1,1]， 所 以 Za 中 的 点 把 区 


， 间 [一 1, 11 等 分 为 之 一 2N 个 长 度 为 的 小 区 间 ， 我 们 首先 取 与 
¢i 最 近 的 分 点 作为 cj ， 那 么 有 jc: 一 oi| 二 1 然后 再 调整 ci* 以 
适合 (5) 和 (6) 式 中 的 全 部 条 件 ， 
设 Ci = 5i 十 Ei Bm 1,.** ,i 不 妨 假 定 61 0,.*- ,Es > 
0, 6+ ~ 0,*° “8&1 < 0。 于 是 
po (7) 
式 中 大 是 某 个 整数 。 
如 果 不 一 0, 则 令 二 一 cj,i 一 1,…,1, 显然 它们 满足 (5) 和 
《6) 二 式 。 因 此 可 以 认为 丰产 0， 
若 下 > 0, 则 由 (7) 式 可 知 ， 
o> DD+ 袜 有 一 人 一品， 
所 以 大 < 和 有 可 本 (7 二 _ 
B00+ -> gi 一 0。 (8) 
我 们 令 


5 一 


则 由 (4),C8) 二 式 得 . 
1 * t 
了 人手 一 (Co 十 一 及 十 > (ci 5) 


+ 1 <i<h, 
cs Kti<i<l, 


-t+ Do) 


若 太 过 0, 则 (7) 式 可 改写 为 
" 20， 


《一 6 一 | 克 [n。 


由 于 
0> Be)+ 人 ((—e) — 1) = CR| 一 上 十 9 
所 以 i 一 :之 |X|. 令 
+l TI 二 sr< 十 j |， 
Ci 其 他 的 二 
类 似 地 ,我 们 有 
DD ete)t+ Betet+n 


i 


十 3 《ci t+ Ei) 


i=# 11+1 


i + 


fl 


SD +( 守 4 一 可 -0 


对 于 上 述 两 种 情形 ,显然 总 有 |cz| 和 1， 并 且 当 i€ 5 时 ， 
ri 安 0。 根据 cf 的 取 法 ,也 有 个 之 0。 即 (5),(6) 二 式 也 上 成立 . 
故 引 悍 证 完 ， 

引 理 2 在 定理 1 的 假定 下 ， 如 果 对 任意 ?3 > 0， 存在 常数 
2 一 5657 ,L153) 使 得 (2) 式 中 定义 的 .% 的 相 缀 极 小 适 
合 

Li Os, 当 人 > max (LT AN, 06.), 

划 定 理 1 的 结论 正确 。 

证 明 ”由 假设 可 知 , 对 任意 8 > 0， 存 在 


Gu 人 下 3 


~ 


"TI, 当 OP pmax A A 0), 


记 一 六， o, 一 67~T， 则 得 
丰 -1 Q™, 当 9 之 max (A,, “sd Oo), 
这 就 是 我 们 要 的 结论 。 故 引 理 得 证 ， 

引 理 3 如 果 对 于 任意 5>0 和 个 一 0Gi 一 1,……, 了， 
其 中 cq cfe Zn， 0<3< >， 且 满足 (5) 式 ,都 存在 9 一 
Go(557L -了 工 (33)， 使 平行 体 

2 一 位 《xi -yxzi)| Fi A+, 
了 mv 1 他 
的 第 = 个 相继 极 小 二 适合 不 等 式 
下 > 0 和 当 gmax( 人 44 hr500，(9 
那么 定理 1 的 结论 正确 ， 

证 明 根据 引 理 2 只 须 证 明 存在 0s 一 Bo(53Lo pm， 工 533) 

使 (2) 式 中 9° 的 相继 极 小 
li>07, 当 0 max(A'rl,:+ ,Al', 00), 

首先 注意 ,对 于 适合 (1) 式 的 44,…,41, 有 AT'-…A7t 一 1， 

从 而 A7! 关 0 (1 万? 帮 门 ;并且 
A (A Ai di di) (Cmax Ai7 


因此 , 当 0 字 max(4 人 站,…,AI',0o) 时 ,一 定 有 
Omax(Als 4 ,AT Oi), C10) 
然后 ,我 们 把 定理 | 的 正 数 4 4 改写 为 
A; — O04 一 0 一 1 
式 中 ci 一 log oA;《 一 般 说 , 它 与 8 有 关 )。 由 (1) 式 得 
6 十 - -十 ci 一 logo(4 4 一 0， 
依 上 所 述 ， 当 0 之 max(4 5 49) 时， 不 等 式 (10) 成 
立 , 即 得 
cc 生 11 一 1 
此 外 ,因为 4; 关 1( 当 i€ 5), 所 以 有 
ci (Bi€ Ss), 
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于 是 根据 引 理 1 ,存在 cyGi 一 1 06eZa， 满足 (5), 《6) 二 式 . 
再 本 引 理 的 假设 可 知 ,存在 oo 一 885 -537 使 (97 式 成 
立 。 注 意 ,(2) 式 中 的 不 等 式 可 以 改写 为 , 
[LA SA ~ 0"0"" 0 
因此 ,.9% 的 相继 极 小 与 %* 的 相继 圾 小 满足 不 等 式 
4, 之 WO- =, 2 一 1 
特别 地 ,由 (5),(9) 二 式 可 得 


> 0 > 0 3 OF maxCdr5 dr500)， 
于 是 报 据 引 理 2 可 知 ,定理 1 的 结论 正确 。 故 引 理 得 证 。 
定理 1 的 证 明 根据 引 理 3， 只 须 考 虞 下 面 特殊 情形 : 4; 一 


Qrill ?1 门 ,其 中 C19*** OIE Zn 0 卫 , 而 且 


oo li ,oP0 0S), 

| 011) 
将 柜 应 的 平行 体 (2) 记 作 

Ho LE) < 95, = 1 1}, 
我 们 来 证 明 , 存 在 如 一 Co(C65 工 9 -了 工 33) 使 Yo 的 第 nn 个 相 
继 极 小 满足 不 等 式 


> 0 当 0 > max(Al, a Ai A > 4 Co)。 C12) 
因为 存在 整数 9 > 0, 使 9L,,-…,9L! 的 系数 全 为 代数 牲 数 ， 
并 且 平 行 体 
26 8 一 全 一 《mx lgLi(z#)1 Oi” 1 入 
的 相继 极 小 8&9 是 9Y'o 的 相继 极 小 4, 的 9 售 (1 和 vy 所 站， 大 
此 ,车 证 明了 


1 0 全， 妆 OP marCA, dry4T0 A O01) C13) 
则 取 @ > 06 充分 大 , 便 有 《12) 式 成 立 。 
为 证 (13) 式 , 令 集合 
i 一 1019 > 1， 存 在 2 个 线性 无 关 的 
整 点 元 一 BO) ， 汉 。 了 纪 《Q), 满 足 
206 。 


lgL (BD < Oi, 1 < sc<i 苹 二， (4) 
兵 须 证 明 吕 是 有 界 集 。 这 是 因为 ,此 时 supgl 一 0 < co。 由 此 
当 8 > 9, 时 ,集合 
iy {llgL(2)| < 9")} 
至 多 含有 4 一 1 个 线性 无 关 的 整 点 ,从 而 
4 > 0 当 .8 之 Qs 
表明 (13) 式 已 成 立 . 
下 面 采 用 反 证 法 。 假定 咒 是 无 界 集 。 


首先 ， 因 为 9 是 5 的 减 函数 ,所 以 不 妨 对 0 < 8 < 来 证 
明 命题 。 取 e 适合 不 等 式 四 
68> 32Pe, 0 一 8< 王 和 《15) 
显然 有 0 <<。< 十。 取 整 数 民 充分 大 使 得 
2 46 log (21A), 《16) 


其 中 全 如 好 .5 定理 2 所 定义 《那里 的 线 姓 型 取 . 作 9 
4 还 令 


0 24.2-” (2S) . ep 


又 设 D,E 是 $5.5 定理 2 中 定义 的 常数 ,它们 只 与 5,…, 革 /有 
关 ，coczcs 是 55.12 定理 1 中 定义 的 常数 ,它们 仅 与 ，… 
的 系数 及 5 有 关 ， 

由 于 时 无 界 , 所 以 跑 中 存在 8 适合 


0! > 21B， (18) 
Ot> ls*! + 1), (19) 
Q1> Ci (20) 
OQ > 290, (21) 
Or > D0. (22) 


在 姓 中 还 取 8:,'…,8。 满足 不 等 式 
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3 log Gin > log QO;, ho1l,.…,m— 1, (23) 


于 是 
QO < 9,. (24) 
取 整 数 r) 适合 

srilog 吕 之 log 9。 
并 令 

1 

ri [se] 十 1， 一 2,………, 护 。 

于 是 


rilog OS rsloggO SE + se)rilog OQ, 一 1 mm. (25) 
由 《23),《25) 式 可 知 
四 站 2 +t eying 守 ri l,m 1 (26) 
对 于 上 面 选取 的 参数 ,显然 9,-……,9Li,8, 坟 ,7T，,* "sf 满 
是 $5.5 定 理 2 的 诸 条 件 , 因 此 ,该 定理 中 所 说 的 多 项 式 PC(xzu 
xa1) 存 存 。 
再 根据 (11),(15),C18),《19),《24),《25) 和 C14), 可 以 之 个 验 
证 85.6 定理 1 的 诸 条 件 都 满足 ,那里 的 线 注 型 取 作 gq ，*… ,gLi， 
参数 3 换 为 也 ,对 于 每 个 MI < 记忆 m)， 肥 和 (8 了 


《Cs)} 作为 点 组 {可 i，-…, 芒 ,w。}。 因此 有 . , 
lnd Pa MHz re > me, (A) 
式 中 村 ;,……',M。 是 分 别 由 计 { 世 (8), ,区 ,C8，)} 将 换 成 
区 (1 和 二 坟 ) 所 得 到 的 线性 型 
另 -一 方面 ,将 $ 5.12 定理 1 应 用 于 {,"…, Li;5S}， 并 注意 ， 
由 9 之 1 和 (14) 式 推出 起 (8 …: 芒 (2》 满足 不 等 式 
[Li( 商 (8 SO lSi<l, i<ji<n, 
因而 有 
QuireIM| < (1< 委 5 魏 m) 当 ,> C, (27) 
由 此 得 到 
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Cc 
LT 
人 Qi: 之 1 "a, 1 mm 


我 们 令 = 一 台 则 0 < r< 一 1， 并且 


Ea 
2? 


1M; 之 | Mr hl m, C28) 
由 (21),《24),《27) 式 得 
1Mal > OF > 2 站 一 1 (29) 


青 根据 $ 5.5 定理 2, 并 注意 ri 志 r《l 所 上 所 m)， 得 到 
iP | < Drit™tre -== Da"n, 
由 此 式 和 (22),(27) 二 式 得 


cz 
er, 
Ir | 到 过 Der < 0 "#4 


< IM ~ [Ml (30) 
由 (17),(26),(28), (29), 《30) 诸 式 容易 验证 $55.8 定理 1 的 条 件 
都 满足 ,因此 
Ind POM -Mr SE, (CB) 
因为 ww 之 1, 所 以 (A) 和 (B) 二 式 矛 看 , 因 此 , 员 有 界 , 故 定理 得 
证 。 
定理 2 (Chit hs 定理 ) 设 Li, Ey -了 TS Lo 
4 如 定理 1 所 述 ,那么 对 每 个 3， 0 二 5 二 1， 存在 常数 0, 一 i 
” (557 ,LG3》 具 有 下 列 性 质 : 车 


LA>OF, ic3， (31) 
且 
0 > Inax Ai ,A100, (32) 
则 
Us> 0, (33) 


证 明 ”应 用 Davenport 引 理 ($ 5.10 定理 1)， 为 此 , 令 
Lr) ~ ATILR), ly 
册 《22? 式 中 的 平行 体 Yi 可 以 兰 为 
oF = {LF S11 
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再 取 诸 参数 


1 
Po (X42° “A dn)’, (34) 
=- 一 生 一 入 35) 
np Eo 一 . 
1 1 3 Em 3 O14 Re pi 2 《 


那么 存在 {11……: 弛 的 一 个 排列 全 ,-…, 让 ， 使 平行 体 
ot 一 他 | | 工交 二 Ao mm 《36) 
的 相继 极 小 加 ,…-,41 满足 
Zp U2 pd li (37) 
分 两 种 情形 讨论 。 若 对 某 个 je 5， 有 4 < 1， 则 由 (31) 式 
可 知 


和 一 
1> A Aier' > divr' ~ 人 (人 
让 


一 自 
Ss LAips! > 0 2 go, 


于 是 
ms>>0 冯 . (38) 
男 一 方面 ,由 Minkowski 第 二 同体 定 浊 ($5.9 定理 1) 可 知 - 
A di < 71, {39) 


这 里 的 六 以 及 下 文中 的 Ya -表示 只 与 1 有关 的 正常 数 。 因此 
由 (3 小 式 得 | a- 


了 
mm TY: (=) 了】 
出 此 式 和 (38) 式 推出 
2 > 00 当 吕 Di (40) 


若 对 一 切 jj Es 都 有 Ai 完 1， 则 可 将 定理 1 应 用 于 平行 体 
6 。 这 是 因为 ,由 (34),(35) 二 式 得 知 po pr 一 1， 所 以 由 (1) 
式 得 和 4…A! 一 1。 根据 定理 1, 存在 常数 他 一 癌 (5: 
Li;$)， 使 


-9 ~ 4. -六 
Ni >9 a 当 9 > max (CAs A Ve) 
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我 们 把 Da 表示 为 (4) 也 ,并且 用 0 表示， 可 得 
4 二 9 当 0 之 max (43,0,), (41) 
式 中 
只 : 一 Go™, A 一 max {Ai,** ,A1), 
男 一 方面 ,由 (34),(35),(37) 和 (39) 可 知 
+ 
7 A 
bYspo ET a 。 
由 此 式 和 (41) 式 得 到 人 
ht LQ™, 当 0 > max (4"*,0;), (42) 
式 中 0; > 9: 充分 大 。 


最 后 ,我们 确定 8,, 在 (31),《32) 式 保证 (40) 和 (C42) 上 成立。 令 
A— max (41,- SS 4)， 则 


> 全 近世 一 42 


1 A mm 
因为 
-二 
po Uta a, 
所 以 | | 
. di < 和-: 
内 如 
因此 
A<4 pa (43) 
1 


再 由 (39) 式 ,A 所 所 7s 2 < 车 , 所 以 由 (43) 
1 
式 得 


4 TA 【44) 
但 由 (31) 式 ，h4 > 8 到 ,271 < AQ#， 所 以 由 (44) 式 得 
了 < 和 Tt0i (45) 


另 一 方面 , 当 8 >> 4 时 (这 条 件 蕴含 在 (32) 式 中 ), 由 于 0 <5 < 1， 
所 以 8 > A48*， 因此 
9 311， 


90> 4 和 (46) 
i+l1 1 S 本 1 丰 
注意 直上 志士 ，4 >>1, 所 以 入 > C4" 六 于 是 由 (46) 
式 可 知 


0> (4 roi 本 oT 
由 此 式 和 (45) 式 可 知 ， 存 在 常数 87”， 使 当 0 > 0” 时 ，0 > 
4 因此 当 0 > max (97,99 时 ,(42) 式 能 成 立 。 再 注意 (40) 
式 , 令 


台 一 max(Q',0' ,02), 
于 为 所 要 求 的 。 故 定理 证 完 。 


$ 5.14 关于 第 一 个 极 小 定理 


本 节 fh 令 一 # 十 1 之 2 
设 cu， -ya 是 代数 数 ,1,a, -au Q 线 狂 无 关 , 考 起 一 
《xz 的 个 线性 型 
也 区 站) = x ox 人 一 上 -这 ) 一 如。 C1) 
由 $5.11 可 知 ,对 每 个 多 1 宏志 一 1 一 1)， 共有 NN(p)= 


【《，) 个 ?复合 型 Lin(R(oe CC1,p))。 令 stp 表示 CC1,p) 的 


一 个 子 集 , 它 由 所 有 含有 上 的 那些 ¢ 组 成 ;用 8 表示 CCi,p) 的 
一 个 子 集 , 它 由 所 有 不 含有 ! 的 那些 5 组 成 ,于 是 有 
sm US ~ C1,p), 
Se) Ea {olo’ € Sey}, 
引 理 1 {LXX)(o €E C(I,p);5 人 9 是 Se 正常 线性 型 系 。 
证 明 ”由 定义 (§ 5.12), 我 们 只 人 须 证 明 , 
{LRC € CO,p)) ;SH} (2) 
是 $<?! 正规 系 ， 我 们 用 4 表示 (1) 的 系 效 矩阵 ,其 ? 阶 子 式 《 行 号 
属于 a, 列 号 属于 为 人 (asrt CO,p)), 则 有 


"lo 


ER SY Cy) ASPX, oe Cl,p) 
rECCp) 
和 
LAMAN)~— 5) ASMX, or € Cl, — 2p). 
rECOU .I— py 
因 C(I,p》 中 的 元 京 + 与 CC 一 p) 中 的 元 素 人 闻 有 一 一 对 应 
关系 。 若 了 与 对 应 , 则 令 Xe 与 Xe 对 应 。 所 以 可 以 将 上 式 改 写 
为 . 
LAR = SY ASPKXo, EC 一 中， 
EC my 
由 此 可 见于 网 与 L577 的 各 项 系数 至 多 相差 一 个 符号 。 因 此 我 们 
用 也 92 代替 这 史 来 考虑 正规 性 。 
另外 ,注意 到 
3 一 {ola te C(I,p)so 含有 间 ， 
SD = {oa ECC,! 一),o 不 含有 间 . 
可 见 ES 与 oem 之 个 也 是 一 一 对 应 的 。 
由 上 述 分 析 可 知 ,为 证 (2) 是 Se 正规 系 , 只 须 证 明 
{LA Ro ECG — p)) ;Sn} 
是 4&i-a 正规 系 。， 为 书写 方便 想见， 把 1 一 了 记 作 p， 把 of 记 作 
cc， 我 们 来 证 明 


{CR) -7 AKCre Cp)) ;80 | 


rECL,p) 
是 8 正规 系 。 
易 知 C1) 的 系数 矩阵 为 
1 0 0£££0 —a 
tl 0:0 一 内 
A i :0 一 om 
0 1 —a, 
1 
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设 oe $n, 妈 ot€ CC1,p), 但 不 含有 标号 1, 令 
A CE 〈 诸 i, 关门 。 
取 4 的 第 i,-…,is 行 作 成 xX! 短 阵 
B~— 
第 1 列 … 第 吉 列 .… 第 二 列 … 第 i 列 … 第 7 列 。 
0 1 0 0 … 一 co 第 和 行 
0 -2 0 + 1 0 一 第 商行 ， 


和 


ee 


其 中 除去 第 ii -Ps 各 列 外 , 其余 各 列 均 为 0 。 显 然 ，4 铭 
是 由 如 的 标号 属于 r 的 那些 列 组 成 的 行列 式 。 下 面 分 几 种 情形 
讨论 : 

车 + 一 a, 则 4 多 是 主 对 角 线 元 素 全 为 1 的 上 三 角 行列 式 ， 
因而 X，( 即 X,) 的 系数 为 1。 

车 to, 且 re?), 则 fT 不合 1, 并 且 标 号 1.,*…,1， 不 全 
在 + 中 出 现 ， 因 为 ?只 含有 一 个 元 素 , 即 {1,2,…, 1 一 1)， 
而 r* 关 cc, 所 以 p 关 1 一 1 于 是 2 过 1 一 1， 此 时 7 中 必 有 一 个 


标号 ， 使 B 中 该 标号 所 表示 的 列 为 6, 从 而 区 的 系数 4 一 0， 
若 r 兴 o, 但 zk, 则 zr 含有 1。 此 时 ， 如 果 r 中 的 其 他 标 


号 不 全 在 中 出 现 , 那么 4? 含有 0 列 ,因而 其 信 为 零 ;不 然 ,r 
由 标号 了 及 og 一 三 ,…*,ip} 中 的 某 p 一 1 个 标号 组 成 , 设 六 Er 
但 二 7, 那么 容易 算出 499 一 土 w,《 这 里 “ 土 "号 适当 选取 ), 我 
们 把 在 o 一 入,……", 训 ,…*,ip} 中 将 与 换 为 7 所 得 到 的 标号 集 记 
作 o 一 十 i。 不 计 顺 序 ， 有 5 一 ?一 j 七 i。 于 是 大 il 的 系 
数 是 土 4;,《“ 土 "号 适当 选取 )。 

综 上 所 述 ,可知 


LPR) = Xs 十 BC+) Xo in 
ii€s 


由 此 可 以 直接 验证 正规 考 的 两 个 条 件 (细节 留 给 读者 )， 故 引 理 证 
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完 。 
定理 1 (定理 ) 设 线性 型 LI 和 ，…，L( 如 (1) 式 所 
示 ， 4 为 正 数 适合 不 等 式 
4 (3) 
A 1 di> 1 (4) 
又 设 2 ,2 是 平行 体 | 
am LA EA lil (5) 
的 相继 极 小 。 则 对 任何 5 > 0， 存在 常数 0, 一 265iat yao)， 
使 当 8 守 max(A1,81) 时 ,有 
> 0 (6) 
证 明 对 / 之 2 用 数学 归纳 法。 
着 1 一 2, 节 w# 一 1, 则 在 $5.11 定理 1 中 取 
Lms) rar Lrigt) 一 23 一 {2}, 
根据 引 理 1 (或 直接 验证 )，{z:z338} 是 5 正常 系 ， 所 以 有 常数 
Q, 存在 ,使 . 
一 A> 当 0 之 max(4,00). 
取 8 一 06, 见得 命题 . 
我 们 假设 当 维 数 小 于 i【 (i 关 3) 村 命题 已 成 立 ， 现 在 来 证 蜗 
当 维 数 等 于 ;时 命题 也 成 立 。 为 此 我 们 首先 证 明 
引 理 2 在 定理 1 的 条 件 及 归纳 假设 之 下 , 若 对 每 个 p(l1 专 
?所 1 一 1 一 4) 和 每 个 3 > 0, 存 在 常数 8: 一 805ja oa)， 
使 
hp hptiQ 一， 当 QQ 守 max(1,0;)， C7) 
则 定理 1 的 结论 (对 维 数 1 的 情形 ) 成 立 。 
证 明 在 (7) 式 中 ,分 别 令 2 一 【一 1,1 一 2,…,1, 将 有 下 
面 一 系列 不 等 式 成 立 : 
> 0 > 2007 
很 据 Minkowski 第 二 凸 体 定理 (85.9 定理 1) 可 知 ， 
村 守之 7 (Ti 为 正常 数 ) ,4 之 7 
所 以 
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2 0 
由 于 5 之 0 是 任意 的 ,所 以 存在 常数 9 使 (6) 式 成 立 , 于 是 引 理 得 
由 引 理 2 可 知 ,为 完成 定理 1 的 证 明 , 应 当 证 明 (7) 式 成 立 .为 
此 令 LYXRX)Co €E CC1,p)) 是 工 (zz) 的 ?复合 型 ,并 
作 .2 xs 的 P 复 合体 
HP 一 {ILPR) < Ao E CO,P))), 
其 中 4。 一 iI Ai， 又 设 Yb? 的 相继 极 小 是 4,… Ww; 适合 


i a nh ed (5 我 们 还 需要 


引 理 3 在 定理 1 的 条 件 及 归纳 假设 之 下 ,对 任何 3 > 0, 在 
在 常数 0Q; 一 0:(5jia *- “as); 使 得 


nhs > 0 Wa Est),Y OF max(Ai,0). (8) 
证 明 先 考虑 特殊 的 指标 集合 
Tp™ {1y 2 一 1 人 《1 < 天 pi— 1), cw — {}, 
我 们 证 明 , 存 在 常数 8, 一 8,(8ja -…yas) ,使 当 0 之 mar(L 
@,) 时 ,有 


1 


nd, > 0 (<psi—1. (9) 
当 2 一 1 时 ,根据 4 的 定义 ,存在 元 关 0, 高 EZ!， 满足 
15L;C)| < 4;, i = 1,'.* ,i。 (10) 


如 果 maxC4i4,，*…… 441) 过 1, 则 由 (10) 式 得 知 各 一 0， 这 是 不 
可 能 的 ,注意 ? 一 1 时 有 外 ， 一 44, 于 是 可 得 
1 < maxChAi,- dA) = A= hd 


因此 对 于 p 一 1(9) 式 成 立 。 
当 儿 和 1 时 ,部 1 天 p 魏 sa 一 一 1 令 


1 


z 
"py ? 


4A. 
-i 

3 5 3 EU C11) 
vp 
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由 " 


A A A 
I B;— Bi BeiBim 一 人 -= 1, (C12) 
Eap cg) 


且 由 (4 式 ，4iw) 一 RS > 1，4o < 省， 从 而 由 (1) 式 
41” ""* Al 


有 
Bi<1, I<i<p—1, Bl>1. (13) 

另外 ,根据 52.2 例 1 中 所 述 体积 公式 及 上 面 的 (3) 式 有 

VCO 4) m= 2 AA 2 
所 以 根据 Minkowski 第 一 吕 体 定理 ($2.2 定理 1 可 知 ,hh 和 1。 
而 由 (4) 式 得 4.4; 过 10 一 2 - 2》 于 是 由 (1) 及 (10) 二 式 可 知 
这 一 《xi .xsyzi) 的 最 后 一 个 坐标 4 天 90。 我 们 构造 一 个 非 者 
向 量 i 

太一 《zi 
由 (10) 式 看 出 ,加 满足 下 列 ?个 线性 不 等 式 

[LO SUA 一 和 Bi 


Tp) 
由 此 可 见 R?. 中 的 平行 体 ‘ 
| 入 ,pp 1,71} 
的 第 一 个 极 小 . 


了 


和 < 044 ， (14) 


但 由 (12),(13) 式 ,我 们 可 将 归 钠 假设 ( 维 数 等 于 的 情形 ) 应 用 于 
平行 体 8, 并 注意 和 之 Bi, 可 知 存在 常数 9; 一 90:(8iat **°, 
zs- 使 

和 > 0 当 0 max(4/,09), (15) 
由 (14),《15) 可 知 ,对 于 1<p 魏 7 一 1(9) 式 成 立 ， 在 那里 取 常 数 
0+ ~ Q;, , 

对 于 一 般 的 指标 集合 
gm { 米 ,-…", 冰 ,I 50， 
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其 中 米 表示 的 元 素 不 等 于 !, 由 于 型 (1) 的 特殊 形式 ， 上 述 推理 仍 
然 有 效 , 因 此 可 将 (9) 式 扩充 为 ; 存在 常数 9e, 使 
Al > O(a€ Sm), B OP max(4,0), (16) 
根据 $5.11 定理 1 .26 中 的 第 一 个 极 小 
NT 7 lI Ni 
注意 志和 所 轧 委 一 入 Dw 所 以 必 有 0. 一 (1，… PP)y 
»= T= a, 
iEcl 


于 是 


Th 之 THA， 41 扫 rn 

而 由 《16) 式 可 知 

mA > reQ °F Co € $2), 当 之 max( A1,Q, ), 
因 6 >> 0 是 任意 的 , 且 取 8; > 8。 充分 大 ,可 知 (8) 式 成 立 。 故 引 
ee 

后 ,我 们 来 完成 定理 的 归纳 证 明 ， 也 就 是 证 明 (7)? 式 的 正确 
性 ， ed 55.13 定理 2 和 的 条 件 对 于 了 复合 体 .9% 4Y 是 成 立 
的 ， 事实 上 , 由 引 理 1 可 知 {LC 革 )Ca € C(I,p);59Y} 是 So 正 
常 系 。 而 由 (3) 式 可 知 


县 对 ot S07, 设 Om (fio "ip_19l)s 其 中 诸 ii 天 Cl < 7 安 大 
”1D， 根 据 (3),(4) 二 式 可 得 


A A hi (HL 4) >1 
因此 由 该 定理 可 知 , 存 在 常数 8; 一 0655LSCr € CK,p); 3 )， 
使 得 由 
4s > 0 63 (17) 
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0 之 max( A, 0;) 
得 到 
nN > INQ 一 。 
但 根据 引 理 3， 当 8 之 max《41, 8:) 时 ，(17) 式 成 立 ， 所 以 令 
0:— max《83,8;), 则 有 
NN-1 > WHO , 当 0 > max( di,0:), C18) 
另 一 方面 ,根据 $5.11 定理 1 可 知 ， 
DR pt pt hi Tn, 


Dat = Mphipt2’ Nd) 2 YeNN-1e 


将 上 看 两 个 不 等 式 相 除 可 得 


Epp Ty 
注意 (18) 式 可 知 (7) 式 成 立 ， 其 中 常数 .8; > 8。 充分 大 。 根 据 引 
理 2 可 知 ， 对 于 维 数 等 于 i 的 情形 定理 1 也 成 立 。 于 是 定理 1 全 
下 面 车 虑 另 一 组 线性 型 
i 1 (19) 
MX) 一 ox + 十 anxs + ri, 
其 中 ay .ye。 如 (1) 式 所 述 。 显然 (19) 是 (1) 的 转 置 系 。 我 们 
有 
定理 2 (pm 定理 ) 对 于 (19) 式 中 的 线性 型 系 Ma 一 1， 
***,D), 设 Bi,***,B, 是 正 数 ,适合 不 等 式 i 
也 有 一 1; {20) 
Bi>1,***,8,>1,B,;< 1 | (21) 
如 果 平 行 体 
5 一 这 = xin * sx) | [M2)| & Bi,i = 1, " ,1} (22) 
的 相继 极 小 是 ya,-……, pw, 那么 对 任何 8 > 0, 存在 常数 2, 一 8， 
《3;a1，" as) 满足 
>0 7, 当 9 > max(B7',0), (23) 
证 明 我 们 容易 看 出 线性 型 系 C1) 的 系数 第 阵 为 


1 


10...0 一 上 
1 .0 ~—m 


0 


我 们 把 C( 一 1) 的 所 有 ?个 元 素 排序 ,使 得 最 未 一 个 是 mw 一 
{1,2,""“,#}, 江 且 用 0; 表示 把 0 中标 号; 换 为 i 所 得 的 标号 染 ， 
那么 4 的 Qi 一 1) 复合 阵 为 

:.. 0 


4 CA 0 wsrecds-D = 0...1 . 


A= 


。 。 
1 -一 cs 


ct， Cs | 
由 此 可 见 ,(19) 式 是 线性 型 系 (1) 的 (一 1) 复合 型 系 , 即 
Mi LPH 1 
令 和 一 BG = 1 站, 则 由 (20),(21) 式 可 知 ,(3)7，(4) 
在 此 成立， 又 因为 对 于 o;€ CCi,! 一 1)， 
I 4 A hd A B, 
1Eo A; 
所 惧 从 (5),(22) 武 得 Vp 一 14， 
仍 设 14,*…** 4 是 .2 7 的 相继 极 小 ， 有 目 和 < 委 和 < 魏 2< 委 
41。 将 $5.11 定理 工 应 用 于 平行 体 9 和 V4? (好 8)， 
得 到 E : 


iEof 


Tansrol 1 j= 1,:,1, (24) 
iEoj 


其 中 [] 按 大 小 排 询 , 即 有 
iEai 


TI ~ (25) 
iEer 
根据 Minkowski 第 二 同体 定理 《$5.9 定理 1), 有 
Yu < 2 “Li < Ye {26) 
所 以 由 (24),(25) 式 得 * 
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Ya 安 Ai Ya 一 1 (27) 
将 定理 1 应 用 于 平行 体 .26 5 得 到 
21 客人 max(diOo)， 
式 中 Ow 一 Oo05jimy ,rs) 是 一 个 第 数 。 由 此 式 及 (26) 式 有 
Td R00" OF maz( Ai, O00), (28) 
在 (27) 式 中 令 i 一 !, 得 
. Tin, 
取 常 数 8, 之 9w 充分 大 。 并 注意 4 一 B87， EE 
得 
mm> 0 ", 当 0 > max(Br',0,). 
因为 5 之 0 是 任意 的 ,所 以 (23) 式 得 证 ,于 是 定理 2 证 完 。 


§ 5.15 Roth 定理 的 证 明 
现在 来 证 明 $5.1 中 的 定理 1 


首先 ,可 以 限于 a。 是 代数 整数 的 情形 来 证 明 命题 。 这 是 因为 ， 
当 = 不 是 代数 整数 时 ,总 存在 a。€ 2Z, 使 ec 是 代数 整数 ， 这 时 假如 


有 无 穷 多 个 有 理 数 万 (gq > 0) 满足 不 等 式 
| En (1) 
那么 就 有 无 穷 多 个 加 -2(g>0) 请 中 不等式 


A 


由 于 命题 对 代数 整数 是 正确 的 ， 所 以 上 面 不 等 式 有 无 穷 多 个 有 理 
解 是 不 可 能 的 。 


设 a 是 代数 整数 , 现 用 反 证 法 。 急 定 有 无 寡 个 了 满足 (17 
式 。 不 纺 设 〈p;9) 一 1， 取 3 充分 人 小， 


2231， 


我 们 考虑 《zx,?) 的 线性 型 系 : 
LiCr,y) 一 一 Gy， Lx,y) = y。 (2) 
取 参 数 53,e,w 及 整数 匣 如 下 ; 


O05 re 0<e < 三， m > 48 log (4dega), 


2 BN\ am 
tw 24.2 (5&) 网 


并 用 D,E 表示 $5.5 定理 2 中 的 常数 (它们 只 与 a 有关 》。 
由 于 (1) 的 解 是 无 穷 的 ,所 以 可 以 取 它 的 解 各， 满足 下 
1 = 


(3) 


列 条 件 : 
gn (prsqi} 一 1， 严 一 1 地 
之 2， He 1 


gi > 9 Ll, m1, 
4 > 64(D -+ T)max(l, iac|)， 产 一 1 -9 
>D", 
青 取 ri … rweN 使 得 
ri Jog9e， 
elog 4 


Ee (2) +: J 
log 97。 


容易 直接 验证 $5.5 推论 1 及 Roth 引 理 ($5.7 定理 1? 的 诸 条 
件 在 此 均 已 满足 《这 里 Roth 引 理 中 , C 一 1D。 令 PP 一 (x,y， 

…*?。) 是 由 多 项 式 定理 (85.5 定理 2) 对 于 线性 悼 系 (2) 及 上 述 参 
数 1#，r rm 所 确定 的 多 项 式 。 并 记 


ECz Tm) - -= P(x,l ;rn 1), 
根据 55. 5 推论 1 可 知 
R-IndP (2,.- “Pe; rr > 5 (C4) 
9 Gm 8 


再 根据 Roth 引 理 《应 用 于 多 项 式 了) 得 到 
* z23。 


a 
A 


R-IndF 位，… ve ri ,70) < 5。 (5) 
人 1 fm 


由 (4),(5) 二 式 可 知 s Se 但 由 (3) 式 可 知 s 过 已, 故 得 矛盾 。 
于 是 Roth 定理 证 完 。 


§5.16 Schmidt 定理 的 证 朋 


现在 来 证 $5.1 定理 3A, 即 证 明 , 对 于 实 代数 数 oa,……-,a,, 若 
la as 人 线性 无 关 , 则 对 任何 es > 9, 不 等 式 
le 人 -lee < 1 《1) 

只 有 有 限 多 个 整 解 4 > 0。 

对 用 数学 归纳 法 . 

当 +# 一 1 时 ,这 就 是 Roth 定理 , 故 命题 成 立 。 

假定 对 于 诸 a; 的 个 数 小 于 *# 的 情形 命题 成 立 , 现在 证 明 诸 a 
的 个 数 等 于 ”的 情形 命题 也 成 立 。 

假如 有 无 穷 多 个 自然 数 4 满足 (1) 式 、 以 下 只 考虑 这 种 9. 我 
们 令 


{ 一 站 十 ;7 一 于 ， 《27 


4 一 9cilg? 一 1 ns, Ai— (AA) (3) 
车 4 -4。 中 有 一 个 大 于 或 等 于 1, 例 如 可 设 和 4 之 1, 则 
lgalg’ > ,. 
由 (1) 式 得 : 
- gc cl 到 1 
根据 归纳 假设 ,这 种 9 的 个 数 是 有 限 的 ， | 9。 于 是 
对 充分 大 的 9, 有 
4<1 A 1 
而 由 (1),(3) 二 武 得 
Ar~ AA)! = 《lgeall leesl) 'g "™ 
> 5 ge q''" (4) 
?33 了， 


于 是 得 知 , 当 9 充分 大 时 ，41,…, 4。, 4 满足 下 列 各 条 件 
4SEiSnD),A>1, AA—1l, (5) 
我 们 还 取 一 《%,……, 4》 的 线性 型 系 为 
全 > = Xe 一 ix 一 1 … ,ys 


Li(#) 一 后 
记 平 行 体 


Ha 人 Cr) | | | < 委 4 一 1 
的 相继 极 小 为  … 和。 由 (4), 5) 二 式 可 知 ,$5.14 定理 1 的 条 
件 都 满足 ,因此 存在 9: 一 Qlejm,* ;0s), 使 


> 0 到, 当 D3maxdoDy 时 (6) 
注意 ,由 Roth 定理 , 当 4 充分 大 时 
ee > 1, i = 1 
因此 ,llgaill™! 二 gq, 不 妨 设 6 二 1。 于 是 由 (3) 式 
在 一 《gc -lgesll) gg" 


gg < g* 《( 当 8 充分 大 ). (7) 
我 们 令 8 一 和 2， 由 (7) 式 可 知 , 妆 9 充分 大 时 ， 
M9 (8) 


但 另 一 方面 , 设 p.,*** ,pe 满足 
lei 一 19a 一 pilsi = 1,*--,#» 
并 令 
NU (pis, pa) ET 
则 由 (3),《4) 二 式 得 
|L;(z) | Aqg ,i= 1, 
这 表明 平行 体 .26 的 第 一 个 极 小 
所 4g， 《9 充分 大 )， (9) 
国 为 (8),(9) 两 式 矛盾 ， 所 以 (1) 的 解 的 个 数 蚌 有 限 的 。 因 此 对 于 
诸 ai 的 个 数 等 于 # 的 情形 命题 也 成 立 。 故 定 理 证 完 ， 
对 于 $5.1 定理 38, 我 们 可 以 不 必 借助 84.4 的 转换 定理 ,而 仿 
了 照 上 汪 方 法 予以 直接 证 归 , 但 要 应 用 55.14 定理 2， 我 们 把 证 明 留 
给 读者 。 
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附录 “本章 各 节 关 系 图 


指标 相 疙 根 小 
(5.2) 85.9 
- 

家 -指标 ET | 规 性 型 的 复 育 

区 ， 化 旨 | (§5,11) t 

多 项 式 : | | 

网 Roth 引 理 旷 合 型 极 小 定理 | 上品 avenpontt 引 再 
(85.5 | 5.7) 《8 二 ) 《85.10) 


M 型 
4 85.6) 


41-1 "定理 X41-1141 -定理 
5 (5.13》 (§5.13) 
[> 正 坑 列 | M 型 高 的 售 让 
《85.12》 ($5.12) 
” 41- 定 理 #1 -定理 
推 沦 C5.14) 
(85.5? 


Schmidt 宕 型 Schmigt 宏 理 
Roth 定理 - 2 3B | 
C§5.15) (§5.18) 《8$5.16， 习 题 ! 


.223» 


习 | 
1. 应 用 Liouville 定理 证 明 
£5 Ce 
是 超越 数 , 其 中 a€N,a 之 过 
2. 设 lye- 0 可 以 扩充 成 La 次 代数 数 域 的 一 组 基 * 证 明 ， 
对 任意 整数 41%"*" "9097 有 不 等 式 
ige+ -二 ga 一 pi> cq 和 
式 中 和 为 与 E19" "or 有 关 的 常数 ,日 
a™— max(|lql,**-…,19.1) > 0. 
《注意 , 当 2 一 1 时 ,这 就 是 Liouville 定理 ) 
3 (i) 设 P(g zm) 一 吉 '……zLm， 求 
R-lnd(0,.- 0;ris sr). 
(ii) 设 Pz,22) 一 《x 一;.) 其 中 rEN, 求 
了 1 1. 
R-IndP 二， Ts7,7). 
4. 证明 $5.9 中 人 性质 3。 


5. 设 鹏 是 Re 中 对 称 有 春 闭 凸 集 ,其 上 距 离 函 数 为 FC), 则 存 
在 # 个 整 点 3 一 〔y yir 一 1 995 使 


V( 弦 ) 1 FO") <2* #1y 且 det( YN) crics 一 土 1。 


6. 完成 5.14 引 理 1 的 证 明 。 
7. 应 用 35.14 定理 2 给 出 Schmidt 定理 3B ($5.1) 的 直接 证 
明 。 
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第 六 章 ”用 代数 数列 近 实数 


在 第 一 章 里 我 们 研究 了 用 有 理 数 逼近 实数 的 问题 ， 第 五 章 里 
讨论 了 用 有 理 数 址 近代 数 数 的 问题 。 现 在 我 们 来 考虑 用 代数 数 有 逼 
近 实 数 的 问题 首先， 我们 可 以 假定 实 代数 数 域 天 是 已 知 的 ， 研 
究 用 域 天 中 的 元 素来 通 近 一 个 实数 es。 第 二 ， 我 们 假定 给 定 自然 
数 &， 考 虑 用 次 数 不 超过 大 的 代数 数 来 逼近 实数 a。 这 里 我 们 不 
考虑 复数 情形 。 不 管 哪 种 问题 ,都 可 分 为 两 种 类 型 : Dirichlet 型 
结果 和 Roth 型 结果 。 前 老 是 指 每 个 实数 “都 可 被 逼近 到 某 种 
程度 ;这 将 在 $6.1 一 $6.4 中 考虑 ;后 者 是 指 任 意 给 定 的 代数 数 点 不 
可 能 被 多 近 得 太 好 , 它 将 在 86.5 中 介绍 . 


$ 6.1 用 已 知 数 域 的 元 素 逼 近 实 数 


定理 1 设 下 为 实 代数 数 域 ， 则 存在 一 个 只 与 数 域 K 有 关 的 
常数 C ,使 得 对 每 个 不 属于 外 的 实数 a， 存 在 无 穷 多 个 BE 天 
满足 不 等 式 | 

la—B| < Cmax(l, lol’)Hx(B)™, 
式 中 Hx(8》 表 示 代 数 数 8 相对 于 域 久 的 域 高 (定义 见 本 章 附 
录 ). > 

证 明 不 失 一 般 姓 ,我 们 可 以 假定 |a) < 1。 事 实 上 ,假定 对 
于 jal 之 1 上 述 定 理 正确 ,也 就 是 说 ， 存 在 无 穷 多 个 8 天 满足 
不 等 式 . 

ic 一 8| < CHE. 
现在 车 la| > 1, 则 存在 无 穷 多 个 Y《 玉 适 合 


巴 一 ?| < CH 
i 


ZI 


显然 ,对 任意 s 盖 0， 有 有 


1 
Bi lelG 十 as 
只 要 x《7》 充 分 大 , 令 

1 


Fe 
了 


则 Hx(Y) 一 HxC8), 旧 
la— BI ~ logl 


> 一 < Clall + eHe(B)™, 


取 C 一 C1 十 e)， 则 定理 1 正确 .现在 假定 93，:…，、9。 是 K 
的 一 组 整 率 ， 史 是 一 个 充分 大 的 实数 ， 根据 Minkowski 线性 型 
定理 ($2.2 定理 2) 可 知 ， 存 在 不 全 为 零 的 整数 4 ，……-，9,， gi， 
“** ,py 满足 . 
{aq + + + odsgs — HP — 

— 96p,||9,.| :< QH, (1) 
ig| < Gm 1, ,sn), I SQ Cm 1,1) (2) 
显然 有 | 名 | « 8， 这 里 和 下 面 “人 ”中 的 常数 只 与 95,"……,9。 有 
关 , 即 只 与 数 域 K 有 关 。 不 难看 出 ，9，……- ，9。 不 全 为 零 。 如 果 
不 然 ，9 一 … 一 各 一 0， 则 由 (Ci)，(2) 两 式 可 知 ， 代 数 整数 
9 十 …. 十 9sp。 的 相对 于 域 天 的 范 数 


N op i 3。p。) 


一 | 9 加 十 十 9po| IE {8p, + + + 3p,| 
[ 


DTat0 = Dr， 

式 中 3 01 一 1 zz) 是 8 的 相对 于 数 域 天 的 域 共 生 《 定 义 见 
本 章 附 录 )。 由 于 只 充分 大 ,所 以 Nok9p 十 … 十 Sope) 一 0， 
从 而 Hp 十 :十 9p 一 0、 因为 8 3 是 KK 的 一 组 整 底 ， 
必 Q@ 线性 无 关 , 所 以 推出 p, 一 … 一 p。 一 0。 故 得 矛 乔 。 所 以 
9 十 -十 39.4, 天 0。 现在 根据 Liouyilie 定理 的 推广 (第 去 


= 228. 


HN 


章 习 题 27 可 知 ，|89 十 … 十 93,9:] 六 QPpl 十 二 
3.p| 光 Qt!, 于 是 由 (1) 式 可 得 ( 当 8 充 分 大 时 ,注意 lej< 1) 
[3p 二 9p] 全 139 十 … + 9,.9,|。 

现在 可 设 
6 一 8 久 十 …… 十 ?ap ， 
9.91 十 …… 十 9.9。 
则 由 (1D) 式 得 
la—8| «< Ot |9.g TT -+ + 39.91 (3) 
显然 , F 的 域 多 项 式 与 多 项 式 


P (sx) 一 II (C979 十 … 十 39)x 


pie {90p, 十 .…- 十 90p,)) 
只 相差 一 个 倍数 。 所 以 
Hx(8) < [也 
现在 来 估计 |P |， 我 们 注意 
[3p 二. np| < 0O, 139+ 二 907g,| < 0， 


i 2,... ,1 


因此 由 (2) 式 可 知 


Hr (8) <TPIK i9q + -+ 9,.9.10"! (4) 
00 一 下 

由 《3),《4) 二 式 得 到 

la—8| « 0 "(QO "tigg t+ 二 99 ) “ 

& QO"HA(B) ' & Hr(B)™, 
因为 a#g 尺 ， 所 以 上 式 左 边 不 为 零 ， 因 此 当 Q 一 co 时 ,我 们 就 得 到 
无 穷 多 个 不 同 的 8 满足 不 等 式 
le 一 8 & HxC8)™. 
由 于 |al < 1， 使 得 定理 成 立 。 
注 1 当 K=8 时 ， 


9 32。 


Ha( £) ~ max(12l,191)。 


如 果 cg Q，|al 之 1， 那么 根据 Dirichlet 定理 , 存在 无 穷 多 个 
地, 适合 


站 | 
由 于 对 充分 大 的 g， 有 

Ilp| < jag + 二 <9， 
所 以 我 们 有 


Ho ? ) 一 和 


二 PA 
| < 号 not ) 入 
这 时 我 们 可 取 C 一 1，C 可 取 为 大 于 1 的 任意 常数 ,如 果 我 们 用 


Hurwitz 定理 代替 Dirichlet 定理 , 则 可 取 人 为 竹 意 大 于 的 
常数 。 


于 是 


$6.2 用 有 界 次 数 的 代数 数 带 近 实 数 


用 有 办 次数 的 代数 数 有 逼近 实数 有 如 下 猜想 : 假设 “ 是 实数 但 
不 是 次 数 不 超 过 ”的 代数 数 ， 设 s > 0， 那 么 存在 无 穷 多 个 次 数 


不 超过 # 的 实 代 数 数 8 满足 不 等 式 

le—B| < CGO， (1) 
式 中 CO 二 Cn,r, 8) 是 与 mR, Cy 5 有 关 的 党 数 ， H(B) 是 代数 
数 8 的 普通 高 (定义 见 本 章 附录 )，, 


> 130. 


更 强 的 猜想 ,如 用 不 等 式 
ja 一 8| 一 CEC8) (2) 
代替 不 等 式 (1), 式 中 C; 一 Cs(#,a)， 也 许 是 正确 的 。 
根据 Dirichlet 定理 ,对 于 = 一 1， 猜想 (2) 成 立 。 对 于 一 
2 ,猜想 (2) 世 成 立 ,这 就 是 
定理 1 (Davenport and Schmidt，1967) 对 于 任意 实数 
a， 如 果 & 不 是 有 理 数 , 也 不 是 二 次 无 理 数 ， 那 么 存在 无 穷 多 个 有 
理 数 或 实 的 二 次 无 理 数 8 适合 
la~— PI < CHB), 
式 中 C; 一 Cj(c) 一 Cimax(1,'al?), 这 里 C, 是 大 于 :9 的 任 


得 固定 的 常数 。 

对 于 ”> 2， 猜 想 (2) 和 (3) 都 还 没有 被 证 明 ， 但 是 我 们 有 较 
弱 的 结果 : 

定理 2 (Wirsing，1961)t 对 于 任意 实数 a， 如 果 a 不 是 
次 数 不 超 过 # 的 代数 数 ， 那 么 存在 无 穷 多 个 次 数 不 超 过 * 的 实 代 
数 数 8 满足 不 等 式 


le= HGH, 


式 中 C; 一 Cs(n,a), 

注 1 事实 上 ,Wirsing 得 到 了 稍 好 的 指数 

n 二 6 十 MV 十 惫 一 4， 
-ue 、 

如 果 用 有 界 次 数 的 代数 整数 去 逼近 实数 ， 我 们 也 有 类 似 的 猜 
想 ; 如 果 c 不 是 次 数 不 超 过 # 的 代数 数 ， 则 存在 无 穷 多 个 次 数 不 
超过 # 的 实 代 数 整 数 8 适合 不 等 式 

|e 一 8| ~ CeHCB) *, 

式 中 Ce 一 Con ,aE)。 

关于 这 个 猜想 ,我 们 有 定理 3《 证 明 略 )。 

定理 3 (Davenport and Schmidt，1969) 设 # 守 3,， a 


是 实数 ,但 不 是 次 数 不 超 过 的 代数 数 , 那 么 存在 光 妈 多 个 


n+ 


次 数 不 超 过 # 的 代数 整数 8 满足 
la—B|l< CHGB) 7, 
式 中 C= CIPsa)。 
注 2 如 果 猜 想 (2) 是 正确 的 话 ,这 个 结果 是 最 好 的 。 这 是 因 
为 , 恕 果 a 是 = 十 1 次 代数 数 , 它 的 极 小 多 项 式 为 
askxz 一 on) (zt 一 ae+tD)， 
又 设 8 的 极 小 多 项 式 为 
blz 一 89) (xz 一 多 0)， 
它们 的 结 式 Rla,8) 为 非 零 整数 ,所 以 有 


1 < |RCa,P! 一 a8b38+ 开工 lee — p87)] 
i=l1 ijPl 


— | — Bllb3t:0C(8®,. Be， 


式 中 Q(x ,…- ;xm) 是 系数 依赖 于 a ,… ,a*19 的 多 项 式 ， 对 
于 每 个 nm 的 次 数 不 超 过 n 十 1《 参 见 B.L. 范 德 瓦 尔 登 ,代数 学 
(1)，、 科 学 出 版 社 ,北京 ,1963,1965 ,530)， 于 二 我们 有 


1& le— BIMCB)"t! & Io — BIHCBY®™ 
或 
la—8| > CH(B) 


上 式 中 的 M(8〉 表示 代数 数 8 的 Mahler 度量 (定义 见 本 章 附 
录 , 它 与 8 的 普通 高 H(8》 的 关系 见 该 附录 引 理 1)， 


§ 6.3 Davenport-Schmidt 定理 的 证 明 


记 总 ee CX,, Xi,X3), ee 《xi 


[R= maxClz | , [xz| ,x3|), 


» 232 « 


令 <，8,7 为 实数 ,在 Q 上 线性 无 关 。 令 L(X) 一 <X 十 8X; 
十 7X， 是 线性 型 。 根 据 Minkowski 线性 型 定理 ($2.2 定理 2) 可 
知 , 存 在 无 穷 多 个 韭 零 整 点 六 适合 
IL CD < 全 ， 
这 里 “k" 中 的 常数 与 线性 型 工 有 关 。 
我 们 还 将 证 明 更 强 的 结果 : 
定理 1 假定 LG), P(3) 是 独立 的 线性 型 ， 那 么 存 存 无穷 
多 个 韭 零 整 点 z 适合 
IEAM (1) 
这 里 “ 女 ” 中 常数 与 L(#) 和 PC) 有关， 
在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 我 们 先 作 如 下 准备 。 假 定 对 于 非 零 昨 
点 区 有 工 (这 ) 拓 0。 选 取 另 一 线性 型 FC 让 , 使 F(#)，P(#)， 
L#) 是 无 关 的 . 令 
2) 一 maxt | FPC)| ,1LC)| ，| PCE)[), 
则 我 们 有 
Bl < «| (2) 
对 于 每 个 实数 和 > 0, 我 们 考虑 有 限 集合 
A {tSX, ED, +0}. 
显然 对 于 每 个 充分 大 的 XX， 嘱 是非 空 华 。 并 有 旦 由 L(#) 的 定义 
可 知 ，L(z)》 在 侣 上 的 点 上 的 值 都 不 相同 。 我 们 可 以 选 出 唯一 
的 整 点 3 使 |L(3)| 最 小 ,并 使 数组 CF(),LC*), PCz)) 中 第 
一 个 非 零 元 考 是 正 的 。 我 们 称 这 个 点 坟 为 对 应 于 和 的 极 小 点 . 显 
然 , 如 果 是 对 应 于 X* 的 极 小 点 ， 则 它 也 是 对 应 于 某 个 区 疗 
X* 志 久 之 XX** 中 的 任意 和 的 极 小 点 ， 于 是 存在 一 个 无 穷 数 列 


和 < (3) 
满足 lmX 一 co， 并 且 存在 一 个 无 穷 点 列 
EE (4) 


使 得 ?是 对 谱 于 区 间 Xi 二 XX 过 Xin 中 所 有 XX 的 极 小 点 ， 但 
+ £339 


对 于 其 他 的 值 区 ，z9 不 是 极 小 点 。 显 然 


XH) 一 Xi, (C5) 
我 们 引进 记号 | 
F,— PFO), Li L(G), P; 一 POE), (6) 
则 有 
| 工 | 并 | > -| 工 | 盖 (C7) 


根据 我 们 上 述 数列 C3) 和 点 列 (4) 的 构造 ， 不 存在 非 零 整 点 将 
适合 
Kn, IL < 并 Di， (8) 
不 等 式 (8) 定 义 了 一 个 对 称 凸 靠 ， 其 体积 污 XiniLi|。 所 以 根据 
Minkowski 第 一 山体 定理 (C$ 2.2 定理 1) 可 知 ， 
Xitt|Li| 1 或 | 拉 Xi (9) 


如 有 果 我 们 能 够 证 明 , 对 无 穷 多 个 i 有 
[Li| «< 和 PP 
那么 (1) 式 成 立 , 便 证 明了 Davenport-Schmidt 定理 。 用 反 证 法 ， 
我 们 假定 对 充分 大 的 7 有 
Pi ~ ollL;|X). 《10) 
由 (9),(10) 二 式 可 得 : 
| Pi| 一 ol XIXR) — ol Xi). (11) 


因为 L:—0 和 (30) = max( | 了 Pi| ， 1L;|， | Pi )， 所 以 由 
(5) 式 可 知 
F;— XK;, | 《12) 
我 们 再 来 证 明 两 个 引 理 . 
引 理 1 在 (10) 式 假定 下 ， 对 于 充分 大 的 1， 上 Li 上 s+ 的 符号 
为 负 ， 
证 明 ”由 (10) 式 可 知 (12) 式 成 立 ,再 由 C3) 式 看 出 ,点 
24D 一 ED 
满足 0<P7) < Xitt。 由 11) 式 可 知 
{PCF)| < 委 |Pij 十 |]Pil 一 OCX 
?7 2334， 


又 因为 1L(3)| 们 1， 所 以 对 充分 大 的 5， 有 
《7 < Xite 
由 于 不 等 式 (8) 没 有 非 爱 整 解 ,所 以 我 们 必 有 
lILin— Li| ~ |L(3)| 之 |Li. 
出 此 式 和 (7) 式 推出 LibLitl 二 0， 故 得 引 理 ， 
引 理 2 在 (10) 式 假定 下 , 若 对 于 充分 大 的 :+， 有 


| Psa < 本 3 (13) 


则 有 
ED 十 
式 中 + 是 某 正 整数 . 
证 明 令 
nll en gr 


是 


by di + i 工人 站， 芒 Pe ED 十 Ds 
显然 ¥? 和 ar 是 Q 线性 无 关 的 ,因此 冰雹， 天 
由 (7) 和 (12) 式 看 出 ， 
0 < F(3) < Xis 
由 (9) 式 可 知 ,对 于 充分 大 的 i, 有 


LG) 2 (14) 

最 后 ,由 (11) 和 (13) 式 推出 ,对 充分 大 的 i， 
| 己 ( 节 | |Pin] 十 已 HP Pl 
< Xi + oC XX XK ) < 3 Xi. 
《15》 
于 是 有 
《$< Xi, 

但 央 不 等 式 (8) 没 有 非 霉 整 解 ,所 以 我 们 必 有 

[LOD| |。 


1 735。 


于 是 [il 和 finl 二 下 上 ;| ,办 此 


# < 了 十 it 
L: 


+ 十 1。 


所 以 < 魏 p 

对 于 ,由 于 Li_, 上 ; 的 符号 相反 ( 引 理 1), 所 以 

【五 (人 ?| 一 |Lid ~ #lL;| < |L;}, (16) 
因为 不 等 式 (8) 没 有 非 零 整 解 ,所 以 
总 > Xinte 

由 (11) 式 可 知 

PC < 委 1Pi-i 十 加 Pi S|Pi| TP| ~ olXin), 
又 因 L( 引 一 o(Xin)， 所 以 必 有 1F( 引 | 之 下 myx。 因此 

Ai wXi 之 Xitts 

于 是 < 之 # 十 1， 所 以 1 所 wx。 从 而 得 到 上 一 x。 

最 后 我 们 考虑 点 


六 = +Y PN 了 69 一 TD 六 EE ED 
+ 于 
由 《11),《14),《15) 式 可 知 ,对 充分 大 的 i 有 
L(WB) 一 LOF— FY) < Xi, 
PlB) 一 POY— ¥iD) < Xi 
由 4 所 FC(7) 之 Xi 得 到 
FP(W) < Xi。 
所 以 : 
(WB) < Xi < Xn 
再 有 ， 注 意 L(%) 的 符号 与 Li.， 相 同 。 所 以 由 引 理 1 可知 ， 
L(3) 与 工 ii 的 符号 相同 。 因 此 得 到 
| 艺 ( 荔 )| 一 [LED 一 起 | ~ Lin — LC#)| 
<maxt|Linl, [LC3)| )< ILil. 
这 上 明 区 满足 (8) 式 .所 以 芒 一 4， 也 就 是 说 


RFD mm fi 十 aD 


定理 1 的 证 明 在 (10) 式 的 假定 下 , 设 对 某 个 充分 大 的 小 
(13) 式 成 立 ， 那 么 根据 (12) 式 和 5 引 理 2 可 得 
Ln ti 二, 
Pir™ tP; TT Pt, 
Fin = thPit Fs BD Kir ™— IR; + Xs 
所 以 我 们 有 
Lin Li Kit — Xi 


L, x 
和 a 
yo A A 
i P, “ 
雪 此 有 
[XiLin — Kinbil — (XL — XiLial 
和 


[PLin 一 PinLil = [PLi— PiLil, 
现在 假定 对 于 适合 4 之 i < 之 六 的 每 个 i,，(13) 式 都 成 立 , 那么 有 
Xabin 一 KinLsl = {XiLr — XiLiil 《177 
和 
| PPLast 一 着 一 |P-EEx 一 PiLil, 
由 后 一 个 等 式 推出 
[PorsLal < | PsLaril 士 | Pt 二 |PiLs-il。 (18) 
当 大 二 十 1 时 ,《17),《18) 二 式 仍 然 成 立 ， 
《1 7) 式 的 左边 是 [LOXsR*+Y Xt )| ; 它 不 为 零 ， 但 是 
由 (9) 式 可 知 ,，(17) 式 的 右边 趋 于 雷 ( 当 大 一 co )， 因 此 不 能 对 所 
有 充分 大 的 训 《13) 式 都 成 立 ， 从 而 有 无 穷 多 个 i， 使 (13) 式 不 
成 立 。 
假定 对 于 适合 上 一 ;< 下 的 每 个 i,《13) 式 成 立 ; 但 对 于 
i 一 或 于 一 下 《13) 式 不 成 立 , 那 么 


IlPsnl > pb 


e 337。 


概 据 (10?,(11),(18) 式 我 们 得 到 


1 
人 {PiLan| + [Prdl + | Peil 


em oCXsl Lsnl 十 [Ll XI Lt 
+ | LeiXIlLRl). 
因为 ijn| < 12 和 |i| 之 |ZLis|， 所 以 由 上 式 推出 
Xsl Ll ~ oCXH Lt Lil). 

再 由 ILi| 志 |Ls| 和 (9) 式 可 得 

KilLlf — oCXI LA Li) 一 ol Xel Lt), 
因此 ,当天 充分 大 《因而 大 也 充分 大 ?时 ,有 

Kil Lilz > 2Xs | Lsl3. 
从 而 产生 了 一 个 使 Xi;| Ll 递增 趋 于 无 穷 的 无 穷 子 列 。 但 是 由 
(9) 式 看 到 
XilLil# «1, 
于 是 得 到 矛盾 ,因此 (10) 式 的 假定 不 成 立 ， 故 定理 得 证 。 
Davenport-Sehmidt 定理 (4 6.2 定理 1) 的 证 明 


LX) 一 ox 十 cz 十 xs, PO2) = 2axi + x, 
式 中 对 满足 (1) 式 。 令 多 项 式 
喇 (一 为 2Z2 十 入 2 十 ao 
则 BCZ) 一 227 十 mm 8 (Z) 一 2x。 根 据 定理 1 可 知 ， 空 具 
有 性 质 


Blo) < POF PCD < 1B(el。(19) 
同 理 可 得 


Bo) < [al 13"Ca)l, (20) 
如 时 deg8B(Z) 一 1， 那 么 BC(Z) 具有 有 理 根 8 满 足 
Ee 0 一 8(p) — BCa) + (8 一 c)B(a)。 


De < «lB «HD, 


如 果 degB8C(2Z) 一 2， 那么 BCZ) 的 根 8 满 是 
0 = BA) ~ Ble) + (8 — a)B' Ca) 


+ (Be)B"Ce). 
把 上 式 看 成 8 一 “的 二 次 方程 。 由 (19) 式 容易 验证 这 个 方程 的 根 
都 是 实 根 。 并 且 可 以 估计 其 中 一 实 根 , 由 (20) 式 可 得 


16 一 da = —B'(o) + BCuy —2B(a )B"Ca) 
B"(a) 


<| 六 人 < 羡 ” < «HC. 


故 定理 证 完 。 
§ 6.4 Wirsing 定理 的 证 明 


设 = 是 一 个 固定 的 实数 ， 但 不 是 次 数 不 超 过 # 的 代数 数 。 本 
节约 定 “<” 中 的 常数 只 与 和 ca 有关 ， 
已 知 多 项 式 
P(z) = br 一 负 ) (一 Be)y 
其 中 页 盖 0，4 < 委 m。 令 
P— le—Bl, i 1,.,d, 


MAP)= bo Il maxt 1 ,p;), 


P(x) = Pir ta) bria mh) (r+oa— bi), 
则 我 们 有 
{FI<[Pl< MP)I~ MOP KIPIKIP|, (1) 
式 中 MM(P。) 是 多 项 式 P(x) 的 Mahler 度量 。 根据 本 章 附 录 
引 理 1 容易 推出 《1) 式 ， 因 为 | 


MCP) T minCl ,pi) 一 如 ul p= |Pla)l, 


所 以 


一 一 一 - 局 “< 4 
IP | II min(l,p) < 1P(o)1 «IPITT mintl,p). 《2》 
| 理 1 设 

P(x) = blx— 8) (x — Br), 

Q(x) colx 2 yi)- -x Se 7,) 


是 互 索 整 系数 多 项 式 , 其 次 数 分 别 为 上 和 。, 且 满足 1<aie 扫兴 
念 


uu 


一 la— pl (i 1 ,0), Eien le—7il, 
{i Se ly we, 
假定 


psp 有 dg 
又 假定 
gl (3) 

那么 下 列 关系 式 中 必 有 一 个 成 立 : 

(Qi) p< 1PCa)l[F1 ,县 所 是 实 的 。 

(ii) g < 18Ca)| 辣 1 , 且 x 是 实 的 。 

Cy ToT BT 

(iv) 所 < IP(lo)19Ca)[P17 107”, 且 Pp， 是 实 的 。 


(vw) 站 < Play19(o)I[F1 1G1”, 且 8, 是 实 的 。 

证 明 如 果 4d 一 1, 或 4 之 1 上 且 p; 之 1， 那么 由 (2) 式 可 知 
(i) 成立 。 当 & > 1 时， 因为 由 (3) 式 可 知 过 1， 所 以 所 二 
疡 。 因 此 色 是 实 的 .类 似 地， 如果 一 1,， 或 > 一 1 旧 9z 空 1， 
则 《ii>》 成 立 。 于 是 我 们 可 以 假定 

2<d, tAEn 1 ,gl1 (4) 
若 RCP,8) 是 多 项 式 P 和 9 的 结 式 , 则 


1<&< |R(P,0)| ~ bict I li 18; —7il 
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《2c; J JJ max(pi,9) ~ 4B， (5) 


式 中 
4 一 fT HH maxCp,,g;), 
B < bc’? 和 max(!l,p;)max(l ,9;) 
SMAPYMAON «FT 15T (6) 
(应 用 (1) 式 ). 


如 果 户 筷 4， 则 有 声 pi < 二 1， 并 且 根据 (2) 式 得 知 
4A<«<]#<« oloT,. 
四 1 


于 是 由 (5,(@) 二 式 可 推出 《6) 成立 ， 
如 果 4 过 Py， 则 可 分 下 面 两 神情 形 讨论 : 
Pq 和 ph Ps 
在 第 一 种 情形 下 ,我们 有 
A (让 me a 


了 i 
pc ai 


用 pq 去 蒋 (5) 式 两 边 。 再 由 (2) 肌 (6) 式 可 得 
pg: < (站 ») (I 9 ) ET [5 
ml 了 下 工 


-( minCtpi) 五 让 1 min(1,g) (0) 


x 伍 |] [0] «|P(o)l0(ay F110) . 
因此 ,(iv) 成 立 。 因为 ftp, 所 以 如 是 实 的 。 对 于 第 二 种 情 
形 ,我 们 用 由 去 乘 (9) 式 两 边 便 可 证 明 《y) 成 立 。 故 引 理 得 证 . 
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Wirsing 定理 ($ 6.2 定理 2) 的 证 明 由 Minkowski 线 福 
型 定理 ($ 2.2 定理 2 直接 推出 ， 存 在 无穷 多 个 次 数 木 超过 一 的 整 
系数 非 零 多 项 式 PKx*) ， 满 足 


ACE A 
如 果 P 可 分 解 成 不 可 约 因子 之 积 P 一 P.… Ps、 那么 
IPAa) ep CCTP [ED 
《应 用 本 章 附 录 引 理 3)， 
根据 定理 的 假设 条 件 可 知 P(c) 去 0。 因此 不 难 证 明 ， 存 在 
无 穷 多 个 不 同 的 次 数 不 超 过 = 的 本 原 不 可 约 多 项 式 P(x)， 满 足 


IP CO! «IF. (7) 
如 果 P 是 一 个 这 样 的 多 项 式 ，Q 是 一 个 次 数 不 超 过 # 的 整 系 
数 多 项 式 ,并 且 是 了 的 倍数 ,那么 由 附录 引 理 3 可 知 ， 


全 12>1P 例如 [1 宇 of 1 
这 里 c， 是 常数 。 不 等 式 组 


lq 二 .十 gl 志 c[P1 ， 
19| < 二 “了 一 01 


定义 了 一 个 〈= 十 1) 维 空间 中 的 对 称 凸 集 ， 其 体积 六 cfex， 因 
此 , 当 我 们 选取 c， 充分 大 时 ,上 述 不 等 式 组 没有 非 零 整 解 。 因 此 
多 项 式 
Q(z) 一 gz 十 … 十 qu 

具有 性 质 E 
f21<f 严 | 且 192(c)1 六 全 1 ， 《8) 
8 不 是 了 的 倍数 ,由 P 的 不 可 约 姓 可 知 ,这 两 个 多 项 式 P 和 0 没有 
公 因 子 。 

设 二 ,Pr， 419""" 区 引 理 寺 所 述 ， 再 (27 必 7)， 《8) 式 
可 知 ， 过 1，9g < 1。 假 定 p, 所 41， 则 《3) 式 成 立 ， 根据 引 理 
1, 在 (i) 和 《ii) 的 情形 下 ,我 们 分 别 有 
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lz 一 由 人 Po «IET” «HC8)-", 
和 Py 
la—7] < 195 «IF [G1 
Sar 
在 Ciii) 的 情形 下 ,我 们 有 
1 < 伍 1” [El . 
但 号 当 [FP] 充 分 大 时 ,这 是 不 可 能 的 。 最 后 在 iv》 的 情形 下 ,我 
们 得 到 
a 


Py NE 


”+3 于 十 3 


~|IP| * «HB) '. 
对 于 (v》 的 情形 ,也 可 得 到 类 似 结果 ， 当 gq 二 时 ,重复 上 述 
讨论。 于 是 就 证 明了 Wirsing 定理 . 


$ 60.5 ”代数 数 有 逼近 的 Roth 型 结果 


这 一 节 里 ， 我 们 将 不 加 证 明 地 介绍 一 下 用 代数 数 到 近代 数 数 
的 Roth 型 结果 。 首 先 , 对 于 用 忆 知 数 域 中 的 元 素 涯 近代 数 数 ,我 
们 有 
定理 1 设 < 是 实 代 数 数 ,天 是 实 代 数 数 域 , 5 > 0 为 已 知 实 
数 , 则 至 多 存在 有 限 多 个 元 素 8 & 适合 
le— Bl < Hr(B) 
式 中 Hx《8》 表 示 8 相对 于 域 灵 的 城 高 、 
注 1 这 个 定理 首先 是 由 W. 于 LeVequet 证 明 的 。 后 来 
殉 . M，Schmidt 应 用 子 空间 定理 也 证 明了 这 个 定理 。 把 这 个 
定理 应 用 到 天 的 每 个 子 域 ,我们 看 到 ,不 等 式 
le~ BIl< HOA)™™ 
只 有 有 限 多 个 解 8€ 天 ， 这 里 H(8) 表示 8 的 普通 高 。 
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注 2 出 这个 定理 可 以 看 出 , 8 6.1 定理 1 叙述 的 结果 基本 上 
是 最 好 的 . 

注 3 §6.1 定理 1 利 本 定理 1 可 以 推广 到 联 并 通 近 的 情形 ， 
请 参看 文献 [88]， 

其 次 ,对 于 用 有 界 次 数 的 代数 数 通 近代 数 数 ,我 们 有 

定理 2 设 < 是 实 代数 数 , ”为 自然 数 , 5 > 0 为 实数 , 则 只 在 
在 有 限 多 个 次 数 不 超 过 = 的 代数 数 8 适合 

le 一 B8< 一 的 

式 中 H(8)》 表示 8 的 普通 高 。 

注 4 可 以 证 明 , 这 里 指数 中 的 一 » 一 1 是 最 好 的 . 开 .Rothto 
避 猎 想 , 挫 数 中 的 一 x 一 1 可 以 用 一 24 代 替 , 后 来 被 E、Wirsingatm 
证 彤 了 。 显 然 , 当 部 一 1 时 ,这 就 是 Rerh 定理 。 

后 ,关于 实数 的 Mahler 分 类 , 我 们 介绍 定义 如 下 。 
对 任意 实数 a。, 令 


ws — oo) lim :aptolo<1P(ol <IFT , 
本 


PeZ[lx}, degP < #}. 
显然 有 
W101 
各 染 & 不 是 次 数 不 超 过 4 的 代数 数 ， 则 1，a,-…，o* Q 线性 无 
关 , 并 且 有 


2 之 办 。 
如 果 a 是 4 次 代数 数 , 则 
ond—1l, 
另 一 方面 ， 加 果 a 是 代数 歼 ， 则 只 有 有 限 多 个 次 数 不 超 过 * 的 多 
项 式 P 适合 不 等 式 
o<IP (WI<IEY, 
所 以 有 
D, 好 
因此 我 们 得 到 ,如 果 a 是 4 次 代数 数 , 划 
,344。 


wn min(n,d 一 1)。 
所 以 ，« 是 代数 数 当 且 公 当 ws 全 !，K。，Mahler'3 称 这 类 数 为 
A4 数 。 他 还 汇 其 他 的 实数 ( 即 实 超越 数 ) 分 为 如 下 三 类 : 
3 数 : w, 人 1 但 mo 鲜 台 
T 数 ， ov, 多 nn 但 每 个 wm, 过 co， 
U 数 : 某 个 w, 一 oo。 

, B. 了 . Cnpaanxyw 曾 证 明了 ,几乎 所 有 的 数 是 5 数 。 开 .Ma- 
hler 曾 证 明了 ,如果 数 a, 6 是 属于 5 数 , 了 数 ，U 数 中 两 个 
不 同 的 类 ,那么 a，8 代数 无 关 ，W. M. Sclunidt 证 明了 T 数 的 
存在 性 ， 并 构造 出 适合 ws ## 的 T 数 WI， LeVrque 证 明 
了 z 数 的 存在 性 。 

关于 用 代数 数 逼 近 实 数 的 进一步 结果 和 问题 ， 请 参看 文献 
[123] 和 [125]. . 


附录 ”代数 数 的 高 与 Mahler 度量 


通常 对 于 实 系数 或 复 系数 多 项 式 
PK(x] = x ax! 二 -十 Gmwan 天 0， 
其 次 数 degP 一 m 满 也 | 
deg(P + 0)< max(tdegP,desQ), degt PO)— degP + degQ. 
称 


HCP) = [P|~ mazxClal ,lo{,*:**, len!) 
为 多 项 式 PCx) 的 高 ， : 
设 8,…,9s 是 PCx) 的 闫 个 根 , 则 称 


MCP) = Jool TT maxC1, 19,1) 


为 多 项 式 P(x) 的 Mahler 度 早 。 
| 设 天 是 二 次 代数 数 域 ; 记 # 一 [KK:Q]， 存 在 一 个 代数 数 二 使 
得 一 QC(£E)， 假 定 K 到 C 中 的 = 个 不 同 的 自己 构 为 ma 《 恒 等 
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上 映射》，6s,………,o。。， 则 称 
EV BE) 一， oAE), es $1 08) 
为 $ 的 ss 个 域 共 狐 ， 如 果 $ 的 极 小 多 项 式 为 F(x), 它 在 R 上 分 
解 成 不 可 约 因 子 之 积 
P(x) ~ fs) of Co) fts) fr), 

其 中 前 7 个 因子 是 一 次 的 ,后 : 个 因子 是 二 次 的 , 则 ”十 和 5 一 ms 
这 表明 二 的 = 个 域 共 入 中 ,有 * 个 实 根 ,* 对 复 根 。 其 中 等 对 复 根 
互 为 共 罗 复 数 ,绝对 值 相 等 . 

现在 设 6 是 天 中 任意 天 次 代数 数 ， 则 有 Alz*。 如 果 9 的 极 小 
多 项 式 为 

f(x) 一 aott 十 axt 十 -十 Gy 

它 的 天 个 根 8, 一 9，6:，- …-,9k 称 为 8 相对 于 域 Q(8) 的 域 共 
罗 , 称 


HC(O) 一 H(f) ~ [fi 
为 8 的 高 (普通 高 ). 
我 们 知道 
9 = g(t) oo 十 cE 十 -十 Cot" ci€ 0Q, : 
7 一 0，1 一 1 
记 689 一 oi(9)， 则 称 
80) 一 gtE0), 一 1,2,.**,n 
为 8 相对 于 域 基 的 域 共 蜀 。 显 然 存 在 唯一 的 本 原 多 项 式 
Ps) — bx 一 90 (z — 9), 
它 称 为 6 相对 于 域 才 的 域 多 项 式 ， 它 与 8 的 极 小 多 项 式 1(x) 具 
有 下 列 关系 
P (2] 一 Fe) 
我 们 称 
Hxr(0) ~— HCP) ~— [PP] 
为 2 的 域 高 。 
我 们 称 ， 
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N(0) 一 6 .94 
为 g 相对 于 域 Q(9) 的 范 数 , 称 
Nra(0) 一 9 -09 
为 相对 于 域外 的 范 数 。 由 初等 对 称 多 项 式 定 理 可 知 


NO) 一 (一 Dt 元 . 

我 们 还 有 

“ee Nea) = N(ON. 
我 们 称 


M(9) 一 MF) 
为 四 的 Mahler 度量 , 称 


MxCO) = bo TT max(l,leol) = M (CO) 


为 8 的 域 Mahler 度量 。 
引 理 1 (Mahler，1960》1 设 8€ KK，f(s) 是 它 的 极 小 多 
项 式 , 旨 
MC0) ~ exp( | log lf(emr) ay), 
并 且 有 不 等 式 
2-450H(0) < MO) < (deg0 + 1)HCOY, 
证 明 ”由 定义 知 MK6) 一 M《1)。 设 
flx) ~ aolx — 08.) :x — 0,) 
| -ax 十 cx 十、 十 ae， 
册 - 
M (1 ~ loal TH MC ~ 0,). 


所 以 只 须 证 明 , 对 任意 复数 8 有 
max (1,16|) 一 exp( | iog ter — 91ap). 
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记 9 一 |9lew*， 又 记 
m (0) ~ exp( | ng Ir —0 tap), 
则 
m0) ~ exp( J log le ~ elerrlay ) 
ew( {log lezutz-9 一 19| lap) 
~— eo(), egle — 101lay) ~ mC101). C1) 
由 此 可 知 ,对 任意 正 整 数 m， 有 


m (0)" 一 mCOer™it/s) 


[i 
去 “oD log | ezzie 一 9eitin lag ) 


k=0 
1 

| Iog ie 一 "jdp ) 
0 

押 log [eit 一 BB" | 妾 ) 

0 7 

lag ew — 0"ldg ) 一 m0"). 


| 
f 


= exp 
基 此 
m(0) 一 m(0*)", (2) 
(2) 式 中 取 8 = 1，m 实 2， 则 得 m(1) 一 1!， 由 (1) 式 推出 
mkK9) 一 1, 当 16| 一 1 (C3) 


假定 191 < 1。 选 择 充分 大 的 mw， 使 得 
本 Il0l* < ez 一 bo < 1+ 190|*<2. 


加 此 ,对 充分 大 的 思 有 
人 m0") 2, 


“248. 


在 (2) 中 让 天 趋 于 无 穷 , 于 是 得 到 
me 一 1， 当 191 一 1。 (4) 
最 后 ,如 内 191 之 1， 则 对 于 eg ， 一 致 地 有 


lim log j 1 一 “eir| we 0, 
因此 ,由 (2) 式 得 到 
1 
m (0) 一 lim( m0"))" 
一 exp( lim 1 | log | ezrr9 一 orldp) 
mm 交 ? o 
1 1 
= exp( lim 一 | (log |O!™ 
m+ 9 
& 
十 log |1 一 6 "ews|) dp) 一 19|。 


由 此 和 (3),《4) 式 便 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 
由 第 一 部 分 可 知 ， 


MT < exp( | log (le 十 |e] 二 ,十 1a,1)dp 


之 (nx 十 rf, 
如 M(8) < (degl + 1)H(9), 最 后 根据 初等 对 称 多 项 式 定 理 可 


知 ， 
BR 


分 别 不 超过 它们 所 对 应 的 10,|,"…,19,| 的 初等 对 称 多 项 式 ， 因 
此 有 : 


人 [可 1 委 1 十 al 十 … 十 lo < 10ol 


) 


< lal THO + 10,1) <2°1ol TT maxl,10,1) 


Gree 
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一 2"M(f )。 
于 是 8(9) < 2*zeMfCB8)。， 故 引 还 得 证 。 
引 理 2 车 9 是 一 个 非 零 代数 数 , 则 
《PK9) 十 1 和 9< 和 上) 十 1. 

证 明 ”因为 ”HK8-0) ~ 《9)。， 所 以 只 须 证 明 上 面 右边 的 不 
等 式 。 如 果 19| 志 1， 则 不 等 式 显 然 正确 。 假定 16| > 1, 没 6 
的 极 小 多 项 式 | 

fx) 一 aor 十 ax7r 二 :十 as 
则 由 


他 09 人 >, ar0”™™* 


La | 


推出 
10! < 1a8| < HO Tot XI 一 191-D-5 


因此 
191 — 1 < HC0), 
这 就 是 我 们 所 要 求 的 。 故 引 理 得 证 ， 
引 理 3 (Fembdorn，1952)am 设 P,9 为 多 项 式 , 则 
Ci) (mr:[F| < fF (3mt[E ,此 为 自然 数 . 


Gi) 2-eeco[ PIGSTPO SS 2%2+0 (PO, 
证 明 显然 有 


flP Cm) pap & max (CPO)?, (5) 
由 于 | 
[PCei=ir) ldp a > 3 ai。 2 二 7 一 是 了 dp 


i 
= 
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所 以 有 
IE < eC)pap < (m+ IT. C0) 
根据 Fourier 级 数 晨 开 公式 ,对 任意 0 之 p 必 1， 有 


IP 《ezri9] | i > | | Ple'sit) |?e2sio widep 
jm "0 


< (2m 十 Df ipCeme) lay, 0 
由 C5),《6),(7) 可 知 
[PT < fp) Jap < max [PAeme)p 
< CQm+ DD IPG) bap 
< 2m+ Nm+ PINmATFY . 
由 此 得 


(PUT < GFT. (8) 
类 似 好 又 可 得 到 


m1 
max |Pt(Cerir)}? 
由 PL 


(mR 二 1)2mk 十 1) 


> (Pip hag) 


6mk: 


[ET > — | IPCe) ldp 


1 rs 
os, 


所 以 
[ET (3mD [EY 。 
这 个 不 等 式 与 不 等 式 (8) 合 起 来 便 得 到 (1). 
为 证 明 (ii), 我 们 首先 证 明 不 等 式 
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maxjP(z)O(x) | > 2 raX| Pz) |max19Cs)5。 (9) 
记 ， 
一 degP 十 deg 人 一 六 十 7 
未 所 :… - 般 作 ， 我 们 ; ee 
max| P (2)| = max|Q(%). 一 上 . C10) 
假设 1|P(x) C9)| 和 27N 《对 于 |z| 一 1) 成 立 ， 则 对 每 
个 太一 0,1,.…,N, 下 面 两 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 成 立 : 
1P(e Wi) S28, |Q(e™ i)! < 2 (11) 
出 二 六 取 NN 十 1 个 值 ， 所 以 显然 或 者 对 于 ;十 1 个 不 的 值 第 一 个 
不 等 式 成 并 ,或 者 对 于 # 十 1 个 的 值 ,第 二 个 不 等 式 成 立 .。 不妨 
假定 对 于 六 十 1 个 《的 值 ， 第 一 个 不 等 式 成 立 ， 设 这 吉 十 1 个 不 
的 值 为 如 ,下 s。， 其 余 的 天 值 记 作 大,…… ,如 。 记 


tp 
Gy 一 caniNfTiy R01,--*,7, 


下 5 
下 2xi 时 
rt Riis, 3 一 1 2 人 


根据 Lagrange 插值 公式 ， 有 


P Ca) 一 7 LES) (12) 
《12) 式 右边 的 分 子 分 母 同时 秉 以 
| Ce — 0a) 
后 ,分 母 为 
i 31 
TI N+1l 一 ee 6 
党 


ka 此 2 


大 
amwi Xra T 到 二 下 
i ‘mt Te Wt) 
Leni 


:152. 


2 
一 《YY 十 ie ”RNTT 《137 
这 是 因为 


N 
zx 一 1 一 开 (z 一 er ner) 
0 


By 一 《zz 一 1 十 zw 十 .十 :十 1)， 


N A 
Hs CN “十 sg 十 1， 
取 z 一 1， 便 得 到 (13) 式 最 后 一 个 等 式 ， 因此 由 (127? 式 估计 得 到 
max P (#) mt 1)2 N22ntN + 1)Y! < 1, 
而 这 与 (10) 式 相 了 矛盾, 于 是 (9) 式 得 证 ， 
最 后 由 (5),(6),《7),《9) 推 出 


po 4 f | PCerir)Q( ein) [2d 


1 2 
> [二 CN 二 1 max |P(z) Qt0)]1 


> I i ACIIE max lo rp 


> | PC) ldp » fie) hap 
>2[F1151. 
因而 得 到 〈ii) 中 左边 的 不 等 式 。(ii) 中 右边 的 不 等 式 是 不 难 验 
证 的 。 故 引 理 得 证 ， 


习 是 


1 证明， 如 果 天 是 复 代数 数 域 ， 并 且 “ 是 复数 但 不 属于 K， 
那么 存在 无 穷 多 个 PE 下 适合 
la—B| <e maxti, Dt. 
式 中 为 与 域 K 有 关 的 常数 ， 
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第 七 章 度量 定理 


在 第 一 章 中 普 经 证 明了 : 不 等 式 


lgall < <o9 《1) 
当 
ei 
Co 3 
时 ,对 所 有 元 理 数 a 有 无 穷 多 解 9€ Z。 但 当 常 数 ce 小 于 
3 
V5 


时 ,此 结论 不 真 ， 此 时 ,去 掉 与 

1 二 

(V5—1) 
等 价 的 数 ， 则 结论 成 立 ， 换 各 话说， 只 有 可 数 多 个 a, 使 (1) 式 
当 


A 
V5 
只 有 有 限 多 个 解 ， 从 测度 论 的 观点 来 看 这 个 结果 ， 由 于 可 数 集 的 
测度 ( 指 Lebesgue 浏 度 ， 下 同 ) 为 零 。 因 此 对 几乎 所 有 的 a, 不 
等 式 (1) 当 
, SR 
| “Vs 
时 有 无 穷 多 解 9€ Z。 进 一 步 研究 可 以 知道 ,不 等 式 (1)( 其 中 常数 
”cs > 0) 对 几乎 所 有 的 x 有 无 穷 多 解 9€ Z， 这 一 类 命题 具有 “ 度 
量 性 ”特征 ,我 们 统称 为 “度量 性 结果 ”或 “度量 定理 ”， 这 是 本 章 的 
主题 。 
我 们 将 围绕 Xaadag 定理 (8 7.1 定理 1) 展 开 讨 论 , 但 是 我 们 
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不 打算 采用 Xuea 的 连 分 数 方 荡 , 这 里 介绍 的 方法 可 以 使 我 们 
处 理 更 为 广泛 的 一 类 下 近 问 题 。§ 7.1 一 7.4 中 研究 单个 实数 的 下 
近 ，$ 7.5 讨论 联 立 逼近 $7.6 讨论 非 齐 次 还 近 ，。 在 $7.7 中 给 出 
Schmidt 的 渐 近 委 番 图 逼近 绩 果 。 


$7.1 XTFEdHHE 定 理 


定理 1 (XHaqnr， 1924)50 设 g(x) 是 正身 变量 * 的 正 连 
续 函 数 ， RN 是 非 增 函数 〈《* > 027， 那么 ， 若 对 某 个 “ > 0， 
积分 ， 


人 pr) dr (C1) 
发 散 , 则 对 几乎 所 有 o€R, 不 等 式 
llsall < sq) | (2) 


有 无 穷 多 个 解 .9e N; 车 积分 (1) 收 敏 ， 则 对 几乎 所 有 ee 及， 不 
等 式 (1) 只 有 有 限 多 个 解 9€ N， 

如 果 把 用 积分 " 亿 杰 的 条 件 换 以 用 级 数 ” 类 这 的 条件 ， 那么 
有 下 列 定 理 。 

定理 2 (Xaaara， 1924)50 设 让 
调 隆 函数 ,满足 
: 0<y (9) 去 二 ， 


购 当 级 数 

DD) $9) 
发 散 时 ,对 几乎 所 有 的 cER， TNE eaEN; 当 
级 数 

3 pg) 


收 癌 时 ,对 几乎 所 有 的 ce R, 不 等 式 (2) 只 有 有 限 多 个 解 9e N. 
Xuqaa 应 用 连 分 数 给 出 了 定理 1 的 证 明 《 见 [521 或 [1261). 
这 里 我 们 将 用 另外 的 方法 来 证 明 它 。 我 们 首先 作出 几 点 注 记 ， 
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注 1 我 们 分 别 用 命题 的 “发 散 狂 总 分 ”和 命题 的 “收敛 性 部 
分 "来 表示 上 面 两 个 定理 的 第 一 部 分 和 第 二 部 分 ， 
注 2 当 zolw) (x 之 0) 非 增 时 ,函数 


br) — rps)) 
也 非 谱 因此 积分 (1) 与 级 数 


之 ， 9) 
同时 收敛 或 发 散 ， 抽 由 下 面 的 引 理 2 以 及 $ 7.3 的 注 可 知 , 定理 2 
中 的 限制 
9) 所 元， 


无 论 对 于 “ 收 钱 性 部 分 ”还 是 对 于 “发 散 性 部 分 ”"， 实 际 上 都 可 以 去 
掉 , 因 此 定理 1 可 以 由 定理 2 推出 ,我 们 只 证 明定 理 2 。 

注 3 定理 :的 收敛 性 部 分 容易 由 下 述 的 引 理 1 和 引 理 2 得 
到 ,而 发 散 性 部 分 可 以 由 $7.2 定理 2 推出 。 

引 理 -1 (Borel-Cantor) 设 4，A,,*……* 是 R* 中 可 调集 的 
无 穷 序列 ,并 且 


F420, (3) 


这 里 141 表示 乐 侣 的 Lebesgue 测度 ， 则 由 属于 无 穷 多 个 4 
的 那些 实数 组 《ri， …，rs) 所 构成 的 集合 的 测度 为 零 。 
证 明 用 KK 表示 引 理 中 所 说 的 集合 ,那么 


KE 人 A,, p= 1,2,"**。 
9=p 


由 C3) 可 知 , 当 P 充分 大 时 ，[Kol 可 以 任意 小 , 故 得 引 理 、 
引 理 2 若 gC(s) 是 正 整 数 变量 ? 的 正 函 数 , 且 级 数 


3 vq) 
C=1 


"fe 


收 伍 ， 册 对 几乎 天 有 的 ee， 不 等 式 人 2)7 其 有 有 漫 多 个 解 
9€N, ' 
证 明 对 ?一 12……， 定义 集合 
A. 一 {nlat [0,1》 且 对 于 给 定 的 9€ ZF， 满足 (2)}， 
将 (2) 式 写成 


[ae—$|< 22 oez, g € N), (4) 


当 4 国定 ,a 适合 不 等 式 
—J(9) To < pq) + sg, 
对 于 给 定 的 4 及 某 个 满足 (4) 的 a， 有 


5 PI) 一 去 二 和 十 此 > 
{: q 4 a ” 


0<ez<1. 
因此 a 落 在 一 个 长 度 
《此 他 
4 、 
的 区 和 个 中 ,这 里 ”中 有 关 常 数 与 a,q 无 关 。 注 意 (4) 式 ， 对 可 能 
的 4 求 和 ,可 得 


Il4.l < C60)+9) 2 一 (2 十 1jo(9)。 


注意 到 级 数 
DS) gq) 


收效 ,所 以 
4) < bl9), 9 ~ 12 
由 此 式 及 引 理 1 可知， 使 (和) 式 有 无 穷 多 个 解 a EZ， gEN 的 a 
《0 过 a 二 1), 其 测度 为 零 。 
最 后 ,注意 整个 实 轴 可 以 划 分 为 可 数 多 个 小 区 间 Lm,m 十 1) 
{m€ ZZ)， 而 对 于 每 个 at [Im 说 十 1), 它 可 以 表 为 a 一 4 十 m， 
0 二 a 达 1。 并 生 不 等 式 (2) 可 写 为 
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la + m)ol = hagl < 9), 
因此 集合 
4 一 {falae fm,m 十 1)， 且 对 给 定 的 9<Z 满足 (2)} 
的 测度 也 为 零 。 因为 可 数 个 零 测 度 舍 之 并 的 训 度 也 为 技 。 改 得 
引 理 ， 
注 4 由 引 理 2 可知, 只 须 假 定 . 


2 v9) 
是 正 项 收敛 级 数 , 即 可 保证 定理 2 的 “ 收 伍 性 部 分 ?成立 。 
§7.2 Duffin-Schbacffer 定理 


定理 1 (Dutfin-schaeffer，1941)pa 设 (9) (9.= 1,2, 
…") 是 任意 不 超过 1 /2 的 非 负 实数 序列 ,并 且 级 数 | 


> (0 
发 散 ,存在 无 穷 多 个 自然 数 @ 适合 
Ty) < c， Deg) 2, (2) 

#0 ¢ 0 


式 中 Cl 是 正常 数 ，yk49) 是 Euler 函数 ， 那 么 对 玫 孕 所有 的 


ae 及， 不 等 式 
igall 一 Igo ~ pi} < lq) (3) 


有 无 穷 多 组 解 (p,9)e N?, 且 (p,9) 一 1. 
我 们 将 在 $7.3 中 给 出 该 定理 的 证 明 。 现 在 作为 它 的 推论 给 

出 下 面 的 定理 2， 显然 ,$7.1 定理 2 的 “发 散 性 部 分 "是 下 面 定理 

2 的 一 个 特例 。 罗网 和 本 
定理 2 设 9) (4 一 1,2,…) 是 任意 不 超过 二 的 非 负 


实数 序列 ， 且 级 数 《1) 发 散 。 又 设 存在 常数 7,，0 过 7 挟 1， 使 
gr$(9) 非 增 ,那么 对 几乎 所 有 的 aE 玉 ， 不 等 式 (27 有 无 穷 多 组 解 
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‘Cp, 976 N’, 且 (p,9) 一 1, 
定理 2 的 证 明 依 赖 于 下 大 几 个 引 理 ， 
引 理 1 存在 绝对 常数 C, > 0， 使 对 任何 0 EN， 有 


BD) p49) — C0 + OQ log 0). 
# Eg 


证 明 以 p(w) 表示 Maibius 函数 , 易 知 
Cd a I , 当 拓 T， 
名 1 We #1 
《参见 [110],§ 6.3 定理 1)。 于 是 
Zi9(9) 一 > YI 一 5 x0) 
4 EO ful 二 三 人 所 和 dtp.) 
{pro 
〈 记 p= dp ¢ = dq) 


一 0 D1 


[7 


So 


7 
因为 
DH E+ 00), 


dD 


5 12 ~ oc tog 9), 


0 


《参见 [10],5 8.7 习题 1, 或 [13]$ 3.7) 故 引 理 得 证 ， 
引 理 2 设 0 亏 7 志 1, 则 


3 
to lg0, 当 了 Y~1, 


证 明 由 Abel 变换 ,并 注意 引 理 1, 可知 
pa) td 
Se (DD 
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. 
十 之 p(4) 。 Ba (7 十 1) 2 (E09)) 
dx 


rt 
ee 


kf1 


>»> >) (5 eC9)) 一 i A 


和 志和 一 1 “9 而 是 pn 
一 Ca 十 lo 
2 (Ck + OC i 
+ (C0: + OQlog 0)) -lh. ~ C, I 
pe 2 《大 十 ] 77 二 


十 O (2 ns; ) 十 C2907 十 O ( 


于 是 当 Y < | 时 ,有 
> 人 > OF7。 


而 当 Y=l1 时 ,有 
p(9) k 
> gi+tr C, > 


i (K+ 1) 


+ 和 te) 


> Bli+c,+ O00) ol) > log 0, 
fav 大 


于 是 引 理 证 完 ， 
定理 2 的 证 明 ”只 须 验证 不 等 式 (2 成立。 我 们 把 (2) 式 的 右 
边 写成 
之 gp9) 0 
因为 9r4(9) 非 增 ,所 以 由 Abel 变换 可 知 
9) ?9 ~ 3 (D 他人) (Kp — CE 


人 一 1 、 弛 二 于 


3260 。 


十 1)rb C+ 1)) + >) Se Q'p(O) (4) 
«0 


根据 引 理 2, 当 7 过 1 时 ， 
(4) 式 右边 六 2 RCRT GRY 一 《天 十 1 pCR 
oO-1 


+ D) + 0""0'#(0) 
- (tt) wkt+D) 


+ OQ) = jl)+ 5 | w+ 1) 
to-1 


| | p(k + 1). 


注意 
十 TY KR 十 1)( 1 一 1 
十 nd =- 一 一 一 一 一 一 
SE ‘( 大 Rr Fe rp) 
ACT 二 TI) 1 /tt_Y’'» 
> ER Gt \k+ 3 3 
得 知 


(4) 式 右边 总 >， JR 
C7 
而 当 r=l 时 ， 
(4) 式 右边 交 log KRGCK) 一 (十 1D6CR+ 1)) 
4<O~—1 


+ losQ — 0%(0) 
一 5’ (RT+1)log K+ 1)— Ct 


4uo—1 


+ log RGR + 1) 
— balitt) s+D) 


41 天 7 
> >) bE), 
0 


+ 2 得] 


所 以 定理 1 中 的 各 条 忻 都 成 立 。 改 定理 2 得 证 。 
$7.3 Duffin-Schaeffer 定理 的 证 湖 


由 jjgall 的 周期 性 , 不 妨 没 ee [0，1)， 我 们 可 把 57.2 的 不 
等 式 (2) 改 写 为 


= 一 和 | < HD, (a,9eN, Ca,9) 一 | (1) 


我 们 要 在 $7.2 定理 1 的 假设 下 证 明 , 对 几乎 所 有 的 <e [0，1)， 
《1) 有 无 穷 多 组 解 。 

首先 回 亿 测度 论 中 的 某 些 结果 。 令 9 是 某 个 具有 有 限 测度 
的 抽象 空间 ,定义 在 和 的 可 测 子 集 的 c -代数 A 上 。 我 们 只 其 
点 9 含 在 = 维 立 方 体 8* 中 的 情形 ,这 里 上 是 Lebesgue 测度 .有 
时 记 测度 pC4) 一 141。 

引 理 1 设 《0,4, 4) 是 一 个 测度 空间 ,已 知 集合 序列 
A4< A， 那么 ,车 


2 (4A) 一 oo， (2) 


则 电 落 在 无 穷 多 个 集合 4， 中 的 点 所 形 忒 的 集 4 测度 
全 全 
b3 p41)) 
MOD (3) 
> nA,N 4A) 


证 明 ”对 和 任何 一 对 整数 mw, nr (1 志 w 声 #)， 记 
As= \) 4, A4—A> = UU 4,. 
四 吴 半 二 由 Tm 
于 是 .43S di， : 4 一 lim An, 并 且 
AA timp A) im(imn402 (4 
设 weQ， 用 NC《w) 表示 含有 % 的 集合 41(m 所 9 所) 
2689 


的 个 数 ,用 % 表示 4 的 特征 天 数 ,出 有 
No) 一 > XCwo), (5) 
国 所 二 间 
所 以 Ns《w) 是 上 可 测 函 数 , 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 


(fas Coyan) = (Jaco)an ) 
< {are | wxCo)yan 


~ p45). | sa) yan. 


全 


于 是 
own 
ad > -一 一 一 一 《6) 
(No) Ydp 
由 (5) 式 " 
[zoom ~— BD ao ~ Dal4o), 


二 四 咕 用 本 码 昨 二 和 


Wo DD 


(Ni Pdp~ 交 {uC oan 
[de RL ed 


吃 


一 > pCANA4,). 


DT a 


所 以 由 (6) 式 得 


b 


(3 nC40)) 
ES aAN A 


用 于 记 s 吧 并 


pCA%) > (7) 


由 (2) 式 可 知 , 当 才 国定 ， 


BD A) 一 FA) + 01), 
[4 


现 扎 划 扫 间 


BD) ANAd)— SY pA,N da,) 


+0( 5 «4)). 


lI 


又 因 4 三 G，#p9) 二 oo， 所 以 由 (7) 式 可 知 , 对 固定 的 mw， 
SY na «4s)) 


全 芭 pv nCQ) 潭 到 他 项 用 
1 这 
~ ZC9) (B40) {nn — 00) 
《最 后 一 步 用 到 《2) 式 )。 由 此 可 得 
3 RCI 了 >， nCAs) (n — 00), 


天 三友 


(8) 
区 HpCA 人 4) ~ 2 pCANA) 《2 一 co)。 
于 是 由 (7),(8) 得 到 s 
( S44)) 
md 
lim pC(A%) > lim 一 一 一 一 一 一 一 
二 -中 Ci 2 L(A,N A,) 
pi 
( 了 人 4 
py Erp lute 2 
Sy 3 mCAsN As) 
lap 


由 此 式 和 (4) 式 得 到 (3) 式 ， 故 引 理 得 证 。 
注 1 中 证 明 可 知 , 在 引 下 1 的 假定 下 ,对 任何 固定 的 大, 有 


Er 


引 理 2 设 证 ,六 是 区 间 序 列 ，17 一 0C(X 一 00)，4,， 
和 44,“……* 是 可 测 集 序列 ，Ai 三 ,一 1,2,-…*, 且 在 在 某 个 8 之 0， 
使 得 

| 4 31i ,一 1,2,.*+， (C10) 

那么 由 落 在 无 穷 多 个 1， 中 的 点 组 成 的 集合 与 由 沙 在 无 穷 多 个 
4; 中 的 点 组 成 的 集合 是 等 测度 的 。 

证 明 设 

I= NU Bi Ud De Nb T= MB 


Tl rT -ll 


我 们 要 证 明 14| 一 | 了 71. 
因为 J27，Ar 一 UU (84)， 所 以 只 须 证 明 


{1D | 本 [1\Bil 一 0 一 1， 2。 
用 反 证 法 。 设 某 个 ! 适合 1Di| > 0。 因 为 Pi,DP,，-… 是 递 
天 集合 序列 ，1Dk| > 0， 天 之 1!， 所 以 根据 Lebesgue 定理 (例如 
参看 陈 建 功 ， 实 申 数 论 ， 科 学 出 版 社 ， 北 京 ,1958 ,第 201 页 和 第 
229 页 定理 3), D, 含有 全 密 点 xo。 因为 XoE ds 所 网 对 无 穷 多 
个 友 E、 但 | 有 | 一 0 一 co) 因此 由 全 密 点 定义 , 对 于 这 
些 
人 IDanii ~ 1nd (0). (11) 
另 一 方面 , 当 x 守 ! 时 ， D, 与 A 不 相交 ,所 以 DNT 与 
A4 不 相交 ,它们 都 是 区 间 六 的 子 集 , 因 此 出 (10) 式 得 
| 有 | 之 14i FjDNE| 2 + 1DNit, 
IDiNT SC Ol 7D), 
这 与 (11? 式 相 矛 盾 , 故 引 理 得 证 。 
引 理 3 设 9 之 2 及 :是 任意 一 对 整数 ， 作 区 间 [0，!7 到 自 
身 的 变换 . 
和 xl 十 本 (modl)， 


那么 变换 了 之 下 的 任何 不 变 子 集 4S[0，H《 即 了 4 一 4) 的 测 
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度 或 者 为 零 ,或 者 为 1( 换 名 话说 ,T 是 偏 历 的 ). 
证 明 因为 4 是 变换 T 之 下 的 不 变 子 集 , 所 以 它 在 变换 


ax > 9sx 十 (mod1) 


《a 为 让 然 数 ) 之 下 也 是 不 变 的 .用 X 表示 4 的 特征 函数 , 刚 
Xx) SX CE 十 地) 


上 式 右 边 


3 
qt 十 一 
4 


理解 为 modl。 
设 141 > 0， 只 须 证 14| ~ 1。 由 假设 可 知 , 4 含有 全 密 点 
Nae 取 以 Xo 为 中 心 ,长 为 2 的 区 间 Ty 则 
pil (xar < [x (9°z 十 三 ) a 
| in In 
— 1 x)ar = (lal. 


G4” +0 
根据 全 密 点 的 定义 可 知 ，| A416 ~ 1 一 co)。 所 以 14 
一 1。 故 引 理 得 证 ， 
注 2 这 个 引 理 有 如 下 较为 直观 的 证 明 :; 习 知 ， 儿 平 所 有 实 
数 是 正规 数 (参见 本 书 3 8.7 定理 2)。 如 果 14| > 0， 那 么 存在 
4 的 全 密 点 和 ， 也 是 正规 数 。 因 为 4 是 木 变 子 集 , 所 以 数 


qz， 十 本 (modi)e 2 
并 且 还 是 4 的 全 密 点 .。 但 由 正规 数 的 充分 必要 条 件 ($ 8.7 定理 1) 


可 知 ， 
4"xo 十 了 (modl) 


在 [0,1) 上 一 致 分 布 ,所 以 141 一 1[0,1)| 一 1。 
引 理 4 (Gallagher，1961)t 设 pg(49X(g 一 1,2,-…)》 


"06. 


是 任意 非 负 实 数 序列 , 则 在 区 间 {0,1) 中 ,使 不 等 式 (1) 有 无 穷 多 组 
评 (a,4) 的 实数 组 成 的 集合 4 的 测度 或 为 零 ,或 为 1。 
证 明 首先 ,可 以 认为 
$9) 9 9 12 其 中 0 之 过 1 (12) 
事实 上 ， 我 们 来 证 明 ,如果 存在 无 穷 序列 94e RN 适合 
pq) 之 9 
那么 对 于 任何 <， 相应 于 每 个 41， 存 在 ai€ N 适合 
ne 
a 


gx 
为 此 , 令 


y (Casgi) es 


Dlr) 一 :0 1, 


根据 Mébius 函数 i 的 性 质 , 则 有 
dg (GD 一 > Pa) 一 之 ai 1 


xr dia) a 
- 允 2(0)| 引 一 守 ) 洱 
(Te )- :加 < 
二 加 1) 


dlg 


这 里 3 表示 对 无 平方 因子 的 4 求 和 。 注 意 , 若 用 v(g) 表示 4 


的 不 同 的 素 固 子 的 个 数 ， 则 4 的 不 辣 的 无 平方 因子 的 因数 个 数 为 
2%x0， 所 以 
Pele) 二 5S 2 + OC2*0) 
dlg 


一 > 四 + OCg’), 


“67* 


式 中 s 为 任意 大 于 零 的 实数 。 但 是 对 于 充分 大 的 9 ,有 9%(9) > 
9 “ 《例如 ,由 L110] ,35.9 定理 3 可 以 推出 这 个 结果 7 ;所 以 在 长 为 
4 的 区 间 中 ,与 4 互 素 的 整数 的 个 数 为 


0 )> > (省 < 吕 


这 正 是 上 面 所 归 证 的 ， 
其 次 取 素数 p 和 禾 数 # 之 1， 考 臣 e 的 下 列 形 式 的 让 近 
| 一 人 | 一作 全 天 C00) 一 |， (13) 


分 别 用 AC(p*)，BCp*〉 表示 这 种 o 的 集合 : a 满足 无 穷 多 个 
(13) 型 的 不 等 式 , 但 分 别 附 加 条 件 pt9 和 加 9。 因 为 p*" 是 
的 增 函 数 , 所 以 ,车 ee ACp")， 则 ee A(p"+')， 因 此 所 加 ) 和 
BCp*) 都 随 ” 增 长 而 不 降 。 还 易 见 。 若 ce A(p), 则 ce 4。 所 
以 有 Atp)，BCP) 呈 4. 

若 ze A(p)， 则 有 

2 2 一 < + . 
2 4 9 9 


将 ec 所 在 的 这 个 区 间 记 作 4,,,， 车 ve 人 式 加 )， 则 有 
— 2 po + oi pt 
4 4 4 


将 这 个 区 间 记 作 I。 由 (12) 式 可 知 
[| We 2 1 p"! 心 2p* 19 tee 让 新 0K3 一 加 co )， 


并 且 对 任意 * 之 1， 
A Et, [Me 一 
因此 根据 引 理 2, 有 
[ACp| — 1ACP) | ,n= 1,2,.°*。 
记 四 
A™ (pp) 一 U ACp®), 


® 268 9 


则 帮 
1 人 (六 | ~ lim| Kp)| 一 ACP. (14) 
如 果 a 满足 (13) 式 昌 间 9， 则 由 (137 式 两 边 乘 以 p， 可 得 
cp 一 名 | < 0p, (pa,g) — 1, 


所 以 ope Ap") (mod1)。 也 就 是 说 ,变换 

rt-> pr Cmodi) 
把 ACp”) 变 为 ACp"*')， 从 而 A4*(p) 变 为 自身 。 故 由 引 理 3 
及 (14) 式 可 知 ! A(p)| 一 4 或 1。 类 似 地 ,考虑 变换 


XxXF-> px 十 方 Cmodl)， 


可 以 证 明 13(o)1 一 0 或 1. 

因为 4(p)，B( 信 ES4， 所 以 ， 若 对 某 个 过 数 p，4(p) 和 
B(p) 中 有 一 个 测度 为 正 ， 则 由 上 面 论述 可 知 ，14(p)| ,1 8(p)1 
中 有 一 个 为 1， 有 从 而 141 一 1， 于 是 对 此 情形 引 理 4 得 证 。 

最 后 考虑 下 列 情 形 ;， 设 对 任何 素数 p 

[ACp)| ~ 1B(p)| 一 0 (15) 

又 用 C(p》 表 示 以 下 a 所 组 成 的 集合 存在 无 穷 多 个 a，4 适 
会 不 等 式 E 


| 一 和 


9 


< 此 9， (a,9) — 1, Pig. (16) 


则 Clp) 忆 4， 日 Alp)，B(Cp)，C(lp) 互 不 相交 。 显 然 
4 一 4p)UB(p)UCCP)。 
因此 由 (13) 式 可 知 
141 一 1C(Cp)|1， 对 一 蕊 素数 p。 

若 = 满足 (16) 式 , 则 

gE 
二 

p 


< CY 一 上 


因此 , 若 se Cp)， 则 
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十 本 (modi)e C(p), 
这 里 * 为 任意 整数 。 因 此 对 每 个 长 为 的 区 滞 ICp)， 有 


lc NT CD1 一 点 CGO1 — 1c Int. 


又 因 4 与 Clp) 相差 一 个 零 油 度 集 ,所 以 
14N1Cp)1 一 | A111C9)1 ,对 一 切 素数 p。- 《17) 
现 设 14! > 0。 取 A 的 一 个 全 密 点 , 并 作出 以 它 为 中 心 , 长 


3 的 区 间 序 列 1(p)(p 为 一 切 素数 )。 由 全 密 点 的 定义 得 


np 一 1 的 | 《一 co)。 

和 多 人。 一 1 因此 在 (157) 的 情形 下 ， 也 得 引 理 . 
故 引 理 4 证 完 。 

现在 来 证 明 Duffin-Schaeffer 定理 。 

对 于 gq € 入， 定义 集合 

4 一 {cle [0,1), a 满足 不 等 式 (1), 且 0 二 «过 9}。 
注意 ; 若 〈e,g)》 和 《a 9) 都 适合 (1) 式 ， 相应 地 ， 由 (1) 式 所 定义 
的 a 的 区 间 的 中 心 距离 是 


2 一 和 | > Es 
| ¢ 好 a 
而 每 个 区 间 的 长 是 2 20. 因为 $9) < 二 ,所 以 由 
一 他 | 29 一 此 2 
9 4 


所 定义 的 区 阅 是 互 不 相交 的。 又 因为 满足 (oo, 9) 一 1 的 a<9 
的 个 数 是 $C9)， 所 以 得 到 
[4 一 2 E00. (18) 


现在 来 估计 14 An| 《91 二 9)， 因 为 当 ee AN 4s， 时 ， 
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人 人 
< 240, 0<a<g, (aa) 一 1， 


a 一 Ss 0 < eg (Cog) — 1. 
i 


因此 


4 a 


a a 


< 之 


一 | + ie 一生 | <2 + Ca， 
9 | 41 4 gi 


于 是 
AN 4 < 2min (SD, 00) NCg,g), (19) 


式 中 N(9 ,41》 表 示 江 足下 列 条 件 的 整数 对 《oc，a,》 的 对 数 : 


工 一 笃 | < 此 2 十 2， (20) 

a 41 a 4 
Cag) — (Cag) — 10 <4a<g0 < 0 9 C21) 
注意 ,对 于 满足 (21) 式 的 整数 对 《a,a,), 若 对 某 个 整数 1, 有 
a ad™?, (22) 


则 dC,g)li 令 dq, 4 一 4d49 ,tt 一 dri, 则 
ag — a ,9,9)— 1. 
如 果 a ，a; 也 满足 (22) 式 ,那么 有 | 
(a—a)q (a— 0g, 
二 是 9 (a 一 a),qi|Ca, 一 41)。 从 而 
o>a tt ha, a™m at kg Ct 为 整数 )。 (23) 
但 因为 a,a € (0,9》)， 所 以 得 到 
le—el = ltl <q = dg 
本 此 ] 相 < 过 4d， 由 C23) 可知， 对 于 给 定 的 ?， 适合 (22) 式 的 。 的 
值 至 多 是 24 一 1 个 。 从 而 适合 (22) 式 的 数 对 《a，a,》 至 多 有 
24 一 1 对 . 
我 们 将 (20) 式 改写 为 
iag ~ a9) — ||| < gp Cg) + 94691), 
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只 须 考 虑 能 被 4 整除 的 + 值 ,显然 共有 
2 [2 十 22 | 


d 


个 ， 于 是 得 知 满足 C20) , (21) 的 整数 对 《aau) 的 对 数 _N(4,91》 
不 超过 : 
2 [2 | 2d— 1) < npg) + 94999)). 


由 此 式 及 (19) 式 得 
14N A 16%(9)0(9:). (24) 
最 后 ,由 (18),《24) 二 式 可 得 


如 4 + + AN 


fIC9<D 4<I150 9=4tE 


mm 了 >) [40N dy | 十 > 14r| 
， 9cU 


1 
< 22 于 wood + 2 已 DP) 
<17 全 69))( 当 8 充分 大 》、 

在 这 里 用 到 级 数 
D3 gq) ~ 0, 

从 而 有 . 

这) $lg)—0 ( 4C9)] ) 


根据 C18) 式 和 $7.2 中 的 (1) 式 ,有 
af EDCDAY 
甩 1404nl< Pei 已 。 ) 


入 
— uci(l D14l 
2 ay 
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< sc(E 4 路. 


再 注意 $7.2 (1) 式 以 及 级 数 Yu(9) 发 散 狂 ,可知 引 理 1 的 条 
$l 


件 在 此 成 立 , 所 以 对 于 由 属于 无 穷 多 个 集合 4 的 a 组 成 的 集合 
A, 有 
141 > (5C1)' > 0。 
根据 引 理 4 可 知 | 4| 一 1。 这 表明 对 几乎 所 有 的 a€ [0,1), 不 等 
式 (1) 有 无 穷 多 和解 。 因 此 可 推出 $7.2 定理 1 成 立 , 故 定理 1 证 完 . 
注 3 $7.2 定理 1 中 的 限制 


< 1 
$4 (49) 2 
实际 上 可 以 夫 撞 。， 由 此 可 知 ，$7.2 定理 2 中 也 可 不 必 作 此 限制 。 
于 是 $7.1 定理 2 的 限制 
‘0G $9) 和 
对 于 “发 散 性 部 分 "也 是 多 余 的 ， 
事实 上 ,如 果 有 无 穷 数 列 {94} 适合 
1 
中 (44) ~ 22? 
那么 上 面 的 论证 对 这 些 4， 仍然 适用 。 所 以 可 设 
4 (9) 之 方 ( 当 9 > go)， 


注意 , 若 令 g(9) 一 C 天 te 为 常数 ), 则 当 e 适合 


|- 一 和 < 具 2 (oo 一 1 (25) 
时 ,也 必 适 合 
| < (a,9)—1, 
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因此 ,只 须 证 明 对 几乎 所 有 的 ,25) 式 有 无 穷 多 解 。 


这 归结 到 原 


来 定理 的 情形 、 为 此 应 验证 ,存在 常数 C,， 使 对 无 穷 多 个 28, 有 


po sD. 
EEA 49 


由 于 
vn) 一 *: + OCrlog x*) 

《例如 参见 [13] ,43 定理 7), 根 据 Abel 求 和 得 到 
99 M9 一 5 之 EAC DE 


a 
o-， 
一 C 之 (有 “0 一 人 
+c 习 C9) 广 > 
> 60 一 CC a 
令 Ci 一 CO”, 则 得 (26) 式 。 
$7.4 ”Duffin-Schacffer 猜想 


由 $7.1 注 4 可 知 ,级 数 
“S49) 


的 收敛 性 可 保证 不 等 式 
上 ge < £6 9) 


| 
人 :了 .十 CO 
ei 2 


(26) 


0 


(C1) 


”对 于 几乎 所 有 的 a ER, 只 有 有 限 多 个 解 9€ N， 但 是 ,由 $7.2 定 


理 1 的 证 明 可 知 ， 级 数 >) wg》 的 发 散 性 看 来 还 不 足以 保证 对 
fmi 


几乎 所 有 的 ee R, (1) 式 有 无 穷 多 个 解 。 事 实 上 ,我 们 有 下 列 结 轩 


1274+ 


定理 1 (Duffin-Schaeffter，1941)69 存在 非 负数 列 由 (9) 
(4 一 1,2，…')， 适 合 >， 5(4) 发 散 ， 但 对 几乎 听 有 的 a€ RB， 


不 等 式 (1) 只 有 有 限 多 个 解 ge NN, 
证 明 因为 无 穷 乘积 
II(1 + 去) (2 取 记 一 切 素数 ) 


发 散 , 所 以 存在 自然 数 的 无 穷 数列 Ni,N:，… 适合 下 列 条 件 ; 
(Ni, Ni) 一 1 关 1 )》， 


Ri 无 平方 因子 ， 
入 i i Se 
Ht 十 有 十 1 一 1)2 (2) 
定义 函数 3 
2-:。 全 , 当 9j2Ni， 4g>1, 
由 《9) 一 Ni (3) 
0 ji 站 494+Vi， 或 2 1, 


用 A6(9 > 1) 表示 区 闻 《0,1) 中 的 下 列子 区 间 的 并 : 
(OY (下 = 全 人 2 FD pe dl 
8 4 4 a 


4 


Q -2 ,1), 
4 
容易 看 出 ，j| A441 等 于 这 些 区 闻 长 度 之 和 , 即 


一 24(e) — 27 号 ， (4) 


其 中 4 是 N, 的 一 个 办 子 ,， 4 > 1 
对 于 任何 i;， 如 果 4 > 1，4|N;， 那 么 由 (3) 式 可 知 
Pq) ZN) 2 
4 N, Ni ” 
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由 A。，Aw 的 组 成 区 间 长 度 相 等 ， 并 有 昌 它 们 首 末 两 个 区 间 分 别 
重合 。 又 因为 车 记 N; 一 99 ， 则 


A 一 9 2g 9 一 Dat 


一 位 lp 一 1,2,…,4 一 路， 


这 表明 A 的 组 成 区 闻 《 首 末 区 间 除 外 ) 的 中 心 分 别 是 A4w 的 某 
些 组 成 区 间 的 中 心 。 因此 4， 的 组 成 区 间 都 是 Aw， 的 组 成 区 
间 。 于 是 
AEAn, YU AS Ay, 
3 


但 是 ,显然 有 U 如 之 4wi。 因 此 
4 


A ~- Anisi 本 12，…。 


oD 
Yo 


过 ve 


nD 
Wk 


从 而 由 《42 式 可 知 
1U 4 -ol 一 2 (5) 


3 
我 们 令 


4 一 {elzc6(0,1)， 有 无 穷 多 对 Pp,9& NN 适合 (1))， 
则 对 任何 & 之 1， 


4 Uy WA 
jk glNs 
出 (5) 式 得 ; 
141 所 如 | tt 
所 以 14| 一 0。 


男 一 方面 ,根据 (3) 式 ,有 
B09) 3 .于 


CA 


rr 476 9 


但 由 (2) 式 ,有 


所 以 


于 是 定理 得 证 。 
注意 ,在 上 面 所 构造 的 例子 中 ，$ 7.2(1) 式 右边 的 级 数 此 时 成 
为 


这 里 用 到 Euler 公式 
> pI) 一 


由 此 可 见 那 里 的 不 等 式 (1) 在 此 不 成 立 ， 这 表明 ,为 了 保证 对 几乎 


pe 9 (6) 
的 性 状 比 4(9) 更 重要 。 


Duffin-Schaeffer 首先 提出 一 个 猜想 (参见 [35])， 为 了 使 对 
几乎 所 有 的 a R, 不 等 式 (1) 有 无 穷 多 个 解 9 EN 的 充分 必要 条 
件 是 级 数 (6) 发 散 。 但 这 个 猜想 至 今 未 被 证 明 。 关 于 这 个 猜想 ,可 


» EIT 


进一步 参考 文献 [91,[76],[971, [981,f1001. 
§7.3 联 立 通 近 的 度量 定理 


现在 我 们 把 $ 7.1 和 $ 7.2 的 结果 推广 到 联 立 还 近 的 情形 。 

定理 1 (XeHqaa，1926)50 设 # 字 1 为 自然 数 ，w(x) 是 
正 整 数 变量 * 的 正 连续 函数 , 并且 xd"(z) 当 x 一 co 时 单调 趋 
于 零 , 那 么 若 对 某 个 常数 C > 0， 积 分 


| so 《1 
发 散 , 则 对 几乎 所 有 的 《cl … cs)E R", 不 等 式 
,max, llgesll < 区 (9) (2) 


有 无 穷 多 个 解 ge N: 而 当 积分 C1) 收 时 ,对 几乎 所 有 的 (auv- < 
co) ER" ， 不 等 式 (2) 只 有 有 限 多 个 解 9E RN。 
类 似 于 $7.1 定理 2 ,将 关于 积分 (1) 的 条 件 换 成 关于 级 数 
了 VC9g) 
和 四】 
的 条 件 , 则 有 下 列 定理 。 
定理 2《〈XHEqa8， 1926)59 设 # 之 1， 以 9) 是 正 整 数 变 
量 9 的 单调 降 函 数 , 0 蕊 $y(9) 亏 到, 则 当 级 煞 


TF yq) 
发 散 时 ,对 几乎 所 有 的 《au，,……*,z。)& R"， 不等式 (2) 有 无 穷 多 个 
解 94&€ Ni 当 级 数 

D1 4"(9) 
收 但 时 ,对 几乎 所 有 的 《a4,"… ,cso)&€ R*， 不等式 (2) 只 有 有 限 多 
个 解 9e N。 
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对 于 上 面 两 个 定理 的 “收敛 性 部 分 ", 容易 由 1 引 
理 (§ 7.1 引 理 1) 推 出 ,证 法 与 $7.1 定理 2 类似, 证 明 贸 给 读者 . 特 
别 可 知 , 对 于 定理 2, 对 其 "收敛 性 部 分 "不 必 假 定 wlq) 的 单调 性 
和 条 件 $C9) 去 = 


我 们 还 容易 奸 出 ,定理 1 的 “发 散 性 部 分 "可 以 由 定理 2 的 “发 
散 性 部 分 ”推出 来 。 下 面 我 们 给 出 定理 2 “发 散 性 部 分 "的 证 明 概 
要 ,细节 留待 读者 补 出 。 

我 们 首先 把 $ 7.2 定理 1 推广 到 联 立 有 逼近 的 情形 , 即 证 明 下 面 
的 。 

定理 3 (Duffin-Schaeffer) 设 gCq)(e 一 1,2,……) 是 不 超 


过 的 任意 非 负 实 数 序列 ,级 数 


Tg) C3) 


发 裔 , 且 存 在 无 穷 多 个 自然 数 8 适 合 
如 < co (4) 


其 中 Ci > 0 是 常数 ;, 则 对 几乎 所 有 的 《〈a yes)c R"， 不 等 式 
《2) 有 无 穷 多 个 解 9 € N。 
证 明 对 9eN， 令 集合 
A 四 区 山 X .。，X A 
其 中 | 
4 一 {failaie [0,1), 且 对 94 和 基 个 GeN 适合 |9gai 一 ai 
pa) — ,0 < a < 9} 
根据 匀 .3(18) 式 得 


Li — 491 一 Qo) eg) . 
于 是 


be 起 


P14 -2D 69) (LY). (5) 
¥ 4&9 


再 由 $7.3《24) 式 冲 知 ,对 于 91 二 4， 有 
aN A = APN ADL :APN AP| < (169(9)4(90Y, 
”因此 当 电 充分 大 时 ,有 
14.N 40l <216)(D "9)). 
qs91<@ 
由 此 式 及 (14),(5) 二 式 可 得 
DANA4n <2. “ci (D144 | ). 


qrai<@ 
根据 $7.3 引 理 1, 由 属于 无 穷 多 个 4 的 那些 点 所 组 成 的 洁 合 4 
的 测度 
141 兰 (2，4"Ci 

应 用 $7.3 引 理 4 的 # 维 类 似 (由 读者 写 出 并 证 明 ), 可 以 完成 定理 
3 的 证 明 ， 

为 证 明定 理 2 的“ 发散 性 部 分 ”, 需 要 下 面 几 个 引 理 ， 

引 理 1 对 任何 自然 数 N， 


> > < CN， 《67 
不 二 pl 林 
式 中 六 表示 素数 ，C。 0 i 


证 明 
Fie 3 .六 < CN 《证 完 )。 
tc srt Pb venp 
引 理 2 设 C， 是 (6) 式 中 所 示 的 常数 , 则 对 任何 整数 M > 
0 和 任何 适合 


一 Ca 


3 


的 常数 5， 满 足 不 等 式 
kM, 
之 了 (7) 
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的 整数 的 个 数 不 少 于 FM， 其 中 


er 
6 2 


sD 一 


A 6 
证 明 我们 用 记号 
NREM;,*} 
表示 具有 性 质 “…” 的 不 超过 M 的 整数 大 的 个 数 ， 由 (6) 式 可 知 ， 
对 任何 z 0， 有 


1 CG 
NEM: De <EM. 
因为 : 
log 和 
所 以 对 任何 了 > 1， 有 
.人 人 < Mi (> T) < EM. 


logT 
又 因为 
(C+ ~ 入 
< TI( -十 ) -2)， 
所 以 
二 (< +) 
于 是 


Ca 
HSM; 支局 >T52) < 4 


记 571 一 TEC2), 则 
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Nm; ML < o)} < 一 cx 一， 
02) 
男 此 
NM > 计 >>pM， 


其 中 8 如 (8) 式 所 示 。 故 引 理 得 证 。 | 
引 理 3 存在 某 个 常数 & > 0， 使 对 任何 gen, 有 


(LY >a0. (9) 


#0 
证 明 令 
B=- 88,6 


由 引 理 2 立即 推出 引 理 3。 证 完 ， 
定理 2 “发 散 性 部 分 ”的 证 明 。 因 (4》 单 调 递 降 ， 所 以 由 
Abel 变换 及 C9) 式 可 知 , 条 件 (4) 成 立 。 根 据 定理 3 便 得 结论 .证 


到 
JU 


EC: 
25C2)" 


57.6 非 齐 次 逼近 的 度量 定理 


定理 1 设 *2> 1， 4(9) 是 正 整 数 变 量 9 的 函数 ， 适合 
0 (9) < 


则 当 二 4"(9) 发 散 时 ， 对 几乎 所 有 的 〈ay aviBi po) 
e Ree， 不 等 式 

max 19c; — Bi < pCq) C1) 
有 无 穷 多 个 解 9€ N; 当 于 ge(9) 收 化 时 ,对 几乎 所 有 的 《a， 
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“和 不 等 式 (1) 只 有 有 限 多 个 解 ge N. 
注 1 这 个 命题 与 齐 次 情形 不 同 , 这 里 不 要 求 pCq) 的 单调 
性 . 
注 2 ”这 个 定理 不 蕴含 齐 次 情形 ,因为 《oao30，……，,0) 
可 以 构成 零 测度 集 . 
我 们 只 对 # 二 1 的 情形 来 证 明定 理 1，* > 1 的 情形 留 给 读 
者 。 
定理 1 的 “ 收 敏 性 部 分 ”可 由 下 面 引 理 推出 。 
” 引 理 1 对 于 给 定 的 pe R， 若 


六 中 (9) 
收敛 , 且 的 
ov) < py 


则 对 几乎 所 有 的 a € R， 不 等 式 
- liga — BH < vg) 
只 有 有 限 多 个 解 9<e N。 
证 明 与 $7.1 引 理 2 类似 ,细节 留 给 读者 完成 ， 
为 证 明定 理 1 的 “发 散 福 部 分 " , 先 给 出 几 个 预备 性 引 理 。 
“ 引 理 2 《Pilya-Zugmond) 设 浮 数 f(x,yY) 在 单位 正方 形 
史 :0<x<1,0<y<1 
”上 非 负 可 积 , 且 平方 可 积 。 令 - 
at — (| fardy, Ma (I) Cesardy) 
若 Mi aoM 0 所 5 二 qa， 则 使 f(x，y) 守 5M; 的 点 《x，y) 
所 组 成 的 集合 安 有 测度 | 
{1% | 安 (a — bY | 
证 明 根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 有 Se 
| (HH fx,y)dxdy ) <{(eeon)(mceparer ) 
~ 十 je “ “ 
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< Great -eM 0 
当 《xy，y)E SN 时 ,f(x，7?) 二 5M1， 并 注意 Mi 之 aM1;、 所 
以 有 

| fx,y) drdy 一 i f(x,y)adrdy 


“ (BE) 


一 出 本 人 ) flx,y)adrdy > Mi — bM: 


雪 委 
之 {a 一 五 )Md (3) 
由 (C2),《3) 二 式 可 知 ， 


1g Imi (fx)ardy) > Ca — M2, 
于 是 
I1Z1> (Ce 一 5 
故 引 理 得 证 。 
引 理 3 设 C(x) 是 周期 为 1 的 实 函 数 ， 则 对 任何 实数 a 和 
非 零 整数 g， 有 


| 5K9x 十 a)adx 一 | d(x) dr, 


证 明 显然. 
对 9€ N， 我 们 令 
1 
A le 


易 见 5,(x) 是 周期 为 1 的 偶 函 数 , 且 65(x) 一 36,(x)。 进一步 还 
有 ; 


引 理 4 C3) | soOdz 一 24(9)， 
(11) [ | 640 一 ac)deda 一 2409)。 
4p(9)p(r), Bg 天 7 


全 i se ge 
4 4™— rr, 
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1 
od 


证 明 根据 引 理 3, 有 


Flate— oa0en = | (fo, Gos) ao. 


当 0 志 x 过 1 时 ,1xl 过 $Cq) 当 且 仅 当 9 志 x < 过 py(q) 或 1 一 
C9) 忆 x 之 1， 这 时 才 有 BCx) 一 1; 否则 86,(x) 一 0， 所 以 得 
到 


ee 


i dx = 24 9), 
全 5890 一 adedr 一 2p(gq)da 一 2%(C9)。 
这 分 别 是 〈i) 和 《ii)。 


令 中 一 ec 一 外, 记 = 一 "一 9， 且 由 疝 期 性 可 以 假定 04 所 
cx < 1， 则 得 


| 6(90 — a)Br0 一 adBdm 
| 5 一 “8 一 dadar (4) 
若 9 r， 则 5 过 0、 根 据 引 理 3， 
(4) 式 右边 一 5 (一 必 ) (| 5.( 归 一 cd6 ja 


一 [ 5 (一 o) (f DC dz Ja 
= f 6 —o Yo r de 


| [ FC Ya 
2p(r) 289) — 4b (7r)0 gq), 
当 9 一 了 时 , 则 :一 0， 从 而 


《4》 式 有 边 一 | BC Jd0 de 
一 | dC—o )dgda 一 2 和 (9)。 


于 是 得 到 (iii)， 故 引 理 证 完 . 
定理 发散 性 部 分 ”的 证 明 令 Ao(9,x》 是 不 等 式 


* 28F9 


lq — a < 469), < qe0 
的 整数 解 4 的 个 数 ,并 记 


M0) ~ | | AoC0,a)d9do, 
MO) 一 (人 sixe:a)aeun ) ， 
根据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , 有 


MO) < M0). (5) 
显然 得 到 
Ao (ba) 一 > 5699 — oa). (6) 
I<O 4 
还 记 
Bf(8) 一 >) 由 (9)。 
LS 
由 假设 可 知 
(9) 一 co (2 一 oo). (7) 
首先 我 们 证 明 , 对 充分 小 的 > 0， 当 0 充分 天 时 ,有 
-20(Q) ~ MOI— eMAO. (8) 


事实 上 ,由 (6) 式 和 引 理 4Cii), 有 
M(Q) ~ Ao(6， Don 一 六 中 899 — a)dOda 
ov ¢ 0 下 日 


天 名 24(4) 一 ?8(2)。 
机 由 引 理 4《i31)， 二 
MGC) 一 时 AlCO,0)d0de 
ee 之 4 dakg0 一 asfrg 一 cdgdea 


-(D + Dg ~ ere z 


5 sy 4=r<0 


一 ee 
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一 1， pqs Cr) 十 ?2 vg) 
< 4K0) + 2¥(0). 
由 此 式 和 (7) 式 可 知 , 当 之 4 充分 小 时 ,对 充分 大 的 8， 有 
MNKOQ)< (1 一 s) 4VKQ). 
于 是 
MA{O)S<(l 一 ee) 20(0), 
因此 (8) 式 得 证 ， 
在 引 理 2 中 , 取 18,e) 一 Ag(6,a), a 一 1 一 85,6 一 s。 上 出 
(8) 式 可 知 , 引 理 2 的 条 件 在 此 被 满足 ， 因 此 不 等 式 
Ao(B,a) > eMAQ) > eM(O) — 2e¥(0) 
(第 二 个 不 等 式 是 根据 (5) 式 ) 在 含 于 正方 形 0 所 8, a 所 1 中 的 
某 个 测度 不 小 于 (1 一 25》 守 1 一 4s 的 集合 上 成 立 。 但 是 
Ae(6;:c) 是 8 的 增 函 数 , 所 以 当 8 一 co 时 ,在 史上 有 
AolO ,0) 0%, 
也 就 是 说 ,除去 一 个 测度 小 于 48 的 集合 外 ;处 处 有 Aekosa) 一 
0C8 一 2)。 因 为 8 可 以 任意 小 ,所 以 定理 得 证 ， 


$7.7 ”解数 的 渐 近 表达 式 
本 节 中 约定 loga 当 一 时 表示 1。 


定理 1 (Schmidt。1960)" 设 n,h 是 自然 数 , J.(g),-…-、 
ga(49) 是 正 整 数 9 的 非 负 函数 , 记 


De (CD 
yh) 一 Slg), (2) 
POD 202. (3) 


-e287 0 


用 NGhio as) 表 沙 适 合 不 等 式 组 
DR ge — ppg), i 1 (4) 
GE 及 to 了 
的 9 和 9g 所 和 的 个 数 。 站 果 踢 数 (1) 单 调 递 碱 , 则 对 几乎 所 有 
的 (oan)E R*， 有 
NGCpiai am) = BCR) 十 OCWIChIOI( Rog PA, 《5) 
为 证 明定 理 1, 我 们 不 妨 假 设 0 委 m， :as 二 1， 首先 证 明 
几 个 引 埋 。 
设 4, 有 是 正 整数 。 用 @(,q) 表示 适合 
《zy9) 全 不， 
Ox<g 
的 整数 x* 的 个 数 , 则 我 们 有 
引 理 1 若 w 安 1， 则 


立 Og 一 DO (2 + log log 9 (6) 
4 


?一 工 


证 明 先 设 = 一 1， 显然 
一 p(T 
(9) 也 p (£), 
式 中 g(x) 是 Euler 函数 。 因 为 


Be S20 
oy 


minct, dy) lg] 


-9 SL DY) + vcdog tlog 9) 


w= WwW y=} 4 


Ze 


本 min(ti,0) 二 / 1 页 
3 
+ O(log Rlog ©O) 
~ 0 +o(Y + losklogQ ). 07) 
当 # > 工时 ,容易 计算 


0 一 > 2 区 


因而 由 (7) 式 可 知 (6) 式 成 立 , 故 引 理 得 证 ， 
引 理 2 冰 + 守 1， 则 


9 有 ee 
LD) ~ oe0) + oO( TL) + oC0) owt). £8) 
才 到 1 好 e 二 
证 明 令 
np"CR;g) 
ee En 2 g* rs 
0， 当 了 一 上 。 
根据 引 理 1, 有 
TCRKr) 一 r 士 口 G 十 og tiog 7). (9) 


由 Abel 分 部 求 和 公式 可 得 
0 0 ， 
5 -9D sg) 一 > (9)(IK49) 一 IT 一 1)) 
my 


= gq" 
~ FnRDGD— plgt D+ nk)GL) 《10) 
9=1 : 
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0-! 
Xglplg)— blgt+ i)) + O00) + ROKR,O) 


~ PO(O) 十 RCR CO)7， 
其 中 (根据 (9) 式 》 


ROR0) = oS( + log 《log 9?) 《中 (9Z) — bla + 1)) 
+ 0 (f+ gtogg ) oC0) C11) 
名 
一 (于 名 + vet Dl on ong 


— log (4 — 1)) + log RC1)). 
但 是 由 于 


D2 plogg ~— oglq— DD 


-oo (t+ Fi)) -0 0%) 


所 以 由 (10?,(11),(12) 式 得 (8) 式 , 故 引 理 证 完 ， 
现在 引进 另 一 些 记号 。 令 
1, 当 Oa< og), 
pC9s0) 一 由 其他， 


TC95a) 一 全 Blq, go 一 p7， 
7YCtga) 一 > Plg,ge— Ps 


Cn 
I(g) mm {ircg,a)e., 
TCR&39) m= | r(k,g,0) da, 
1C3g,7) 一 | Ck, ga Ck,7,e da, 
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¥ uv) 一 2 vq). 


显然 
N(v,e) ee >} 7(g,0), 


我 们 还 令 
NORSHsv 30) 一 > (Kk,g,0), 
引 理 3 我 们 有 . 
IC(g) 一 由 (9); TCR9) = LCDR, 9)79， (13) 
Tg37) Sp gp(r) 十 ACk;gs 7) Pg)/ ag, (14) 
式 中 A4CR;qsr》 是 下 列 方程 解 《p,s) 的 组 数 : 
2 一 rp 一 0; 0< 六 所 9， 
《py 9) 守 契 ， (5,7) 所 
证 明 显然 有 1(g) 一 J(g9)， 注意 
1(,9) 一 和 > Je Pda 


(tps et 


- 20) plqro)de 
-28 ， 


因此 (13) 式 成 立 。 下 面 来 证 (14) 式 . 
IQRigr = 2) (p990— PBCrsra — do 


th 
T,X;g, r) 二 I(X;g, r)， 
其 中 !。 由 适合 9 一 rp 了 0 的 那些 加 项 组 成 ,因为 
(Rg 1) >) f Bl(gs90 一 PBlr sro — do 


站 
‘ rp 


(15) 
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Ee 
s— + 
2) | Blg, qo )P tr， re 一 一) doa’。 
LE 一 
| 


我 们 记 4 一 (gr), 9 一 gd rr” rd, gs— rp™— hd, 则 qs 一 


| 


rp= A 其 中 (gsr ) = 1, 于 是 对 于 给 定 的 > p= h(modg) 
且 0<p<ga<9。 所 以 乡 的 值 不 超过 | 


id. 
sg 
因此 
了 机 kd , 
TR;qsr) Sd 之 人 pe:ae 7)8 (, ri ) se 
注意 积分 


了 3 ra 一 好 
全 ee,se28(r， <) da 
当 4 记 0 时 单调 下 降 , 当 4 二 0 时 音译 上 升 ,所 以 
i Ng Ee ad i 
nk;g 7)SEd 人 人 ec， gr) (r, re Ja dl, 
容易 算出 右边 积分 等 于 (9)$《r)， 内 此 


TCR3qgr) < pq Pr). 
类 似 于 (15) 式 ,可 以 得 到 


(16) 
Me DD 伍 § gCg, qa Yrs ro da 
如 千 2 二 地 
gs—rp™0 
之 ACR;g, r)b (gq) (17) 
4 
由 (16),(17) 二 式 可 得 (14), 故 引 理 证 完 。 | 
引 理 4 我 们 有 


| NG,0)de — Vr), 
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4N 


frmid a — DF Loh), 


[sus v0)de — gu) +2 BY oldilg), 
0 =W+ 1 


式 中 di(q) 是 9 的 不 超过 大 的 因子 的 个 数 。 
证 明 ”前 两 式 容易 从 (13) 式 推出 。 现 在 证 明 第 三 式 。 由 (14) 
式 可 知 ， | 
| NG, vs0)de < Bw,v) 十 2 S) HL OND. 


NTE 


这 里 
> ACk;g,r) 


qs— rp”0, OSSp<gq, 1l<rEg, 
(p,q9) 计 及 ， 《Cssr) 二 外 


我 们 用 下 式 定义 sy: 


和 | 过 一 ,C0,b) -1. 


于 是 5blq 上 且 (p, 9) 志 因此 8 的 可 能 个 数 是 dilg)， 


勾当 & 给 定时 ，4 的 可 能 个 数 是 wp( 纺 和 5 + 的 可 能 个 数 是 
Ss 因此 


>， (52 7) 安 gdi(9), : 
并 且 


4 399r * 
rT A < 2 94169), 


于 是 第 三 式 得 证 , 改 引 理 证 完 ， 
“393 。 


最 后 再 引进 一 些 特殊 的 区 间 和 点 集 ， 


对 上 产 疡 0， 令 
[C4)QCh)]， 当 有关 
i {6, 当 一 站 
则 wl) 号 单调 递增 直 于 无 穷 的 整数 序列 . 令 
§ = {wh) kh > 0}, s 
5 一 人 一 0 天 >0 适合 wth 一 1) < 之 wl8)}， 
5” ”一 {4h 污 0 适合 wh) 过 wh 十 1}. 
- 对 于 固定 的 自然 数 :。 我 们 把 形 如 
(x2 于 vs(# 十 1)27 + v2] 
的 区 间 称 为 * 阶 区 间 , 其 中 vw 过 2，z4，w 分 别 是 使 w2* 十 v1 
5，(x 十 1)2 十 ts€ 5 的 最 小 非 负 整数 (当然 可 能 对 于 某 些 sy PP 
5 不 存在 )。 我们 令 
,一 {u,v)1s,vE 5', (oz)，o(o)] 是 一 个 阶 数 为 某 个 * 
的 区 记 , 旦 ok) 所 2)。 
从 现在 起 ,我 们 恒 设 
2 《18) 
令 太一 r(s) 是 使 oC4*) 所 2' 的 最 大 整数 ，. 
引 理 5 每 个 区 间 (0,x] (x € 5) 可 表 为 并 集 UE, 这 里 1 
是 其 阶 两 两 不 福 等 的 一 些 区 间 ， 
证 明 用 二 进 制 表示 x: 
tr D3 2 
式 中 4 一 0 或 1, 且 ;一 1， 显然 存在 一 个 ww 阶 区 间 《0, 庆 ] 县 
和 所 x。 如 果 坟 一 x， 则 引 理 已 得 证 。 不 然 , 可 设 
太一 i #2i, 


i=fl 


则 zx 一 和 一 上 ， 且 存在 一 个 最 大 整数 w, 使 得 
IO) < 1 
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因此 ,存在 一 个 w; 阶 区 闻 (sls 县 名所 x， 如 果 天 一 x， 出 
(0,x] 一 《0:7] UC 六 不 然 ,可 设 


Wr 
1 sR >， 后 27 更 fi 人 1 yw: — L, 
t=0 


于 是 存在 最 大 整数 w(w; < wy)， 使 到 之 1%,, 然后 又 可 仿 上 推 
证 。 因 为 六 去 产生.…-， 故 可 最 终 达 到 jf 一 x, 二 是 (0, x1 一 
《05 和 DU -UCi_w 六 ]， 这 些 组 成 区 间 的 阶 是 ww > im > …- > 
wi >> 0。 效 引 理 证 完 ，。 

引 理 6 ”我们 有 

0< . (NCh*sa) — NCRSO Rsa) da = OCs23), C19) 


iss;d) — Wu, 0) de ~ O21) C20) 
{werEL, 0 


证 明 根据 引 理 4 前 二 式 和 引 理 2 可 知 ， 
上 CRCpesa — NOS0,h*3a) de 


= Ch*) 一 290Ct,4) 


一 0 Ar 二 Ch*)logh ) 
因为 QCh*) 一 0C2), 所 以 C19) 式 得 证 ， 
仍 根据 引 理 4 可 知 ,C20) 式 左边 每 个 加 项 不 超过 


2 六 wz) + 2 oN Tle) 


_ 立足 98(K97 
3 4 ) 

首先 对 (20) 左 边 的 这 些 项 求 和 : {wy 引 EL, 有 上 且 《wl(w),wlv)] 是 

一 个 固定 阶 * 的 区 间 , 将 此 和 记 作 qo.。 因为 显然 1 阶 区 闻 恰 好 获 

盖 整 个 正 实 加, 所 以 


* 295« 


中 . 
02 > pg)di(g) + 2 Ch*) (ven) 


Tp)n ,9) 
>3 4 ) 


因为 

Li 天 

之 ， plq)d(g) < 安 2 一 O(2'log £), 
所 以 很 据 引 理 2 可 刊 ， 


oO0C2logty+4+O 人 十 wh*) O(logk) = OCs2°), 


由 此 式 并 注意 上 , 的 定义 , 中 得 
>， ~ O02), 


了 码 了 
即 (20) 式 成 立 。 故 引 理 证 完 . | 
引 理 7 存在 10,1) 的 子 集 无 穷 序 刘 ,01,， ,其 测度 
p= ol = OC ), sO—1,2,.…, 
且 对 任何 适合 afp 和 2 的 天 ES 和 任何 x¢ oC0 守 a 过 1)， 
有 
NChsa) ~ PO) + OC2 于 cte)， (21) 
其 中 上 > 0 充分 小 。 
证 明 定义 c, 为 所 有 这 种 a 组 成 的 集合 0 扫 c < 天 1 且 下 
列 两 个 不 等 式 不 能 辣 时 成 立 ， 


OSNCG A — NGO pa) Si 《22) 
2 NOGRsn vo) 一 Tuo) < ste2. (23) 


《et 了， 


设 cs 是 (22) 式 不 成 立 的 点 集 ，ca 是 (23) 式 不 成 立 的 点 集 ， 则 
0, 一 qnUoz， 那 么 由 (19) 式 可 知 ， 


办 


hn ) NG*)e) — NOs0, hsa))da ~ OCs2 于)， 
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还 有 人 
n> lonler27, 


所 议 

los,l 一 Ol), 
类 似 地 ， 

oa 一 OCT )。 
因此 得 知 


a 一 DC)。 

现 没 5 委 大 (于 是 有 wb) 拓 209，AES， 则 根 坦 引 理 $ 
可 知 ，(0, wo(#)] 是 至 多 工 个 区 闻 《w《w)，w(v)] 的 并 ， 其 中 
{un,0) EL,, im 

N(R;0,h50) — Wh) ~ 了 CNCK3U v30) — Yu,v)), (24) 
上 式 右 边 至 多 对 :对 (w,2)《€ 工 , 求 和 . 又 设 0 所 4 革 1, ca 长 mi 
则 (C22),(23) 式 成 立 , 于 是 由 (237，(24) 式 并 用 Cauchy~Schwarz 


不 等 式 可 得 
CNCRsO, ia) 一 更 (有 于 SE se2, 


由 此 式 和 (22)? 式 可 知 (21) 式 成 立 , 故 引 理 证 完 。 
定理 1 的 证 明 ”首先 考虑 一 1 的 情形 。 因为 级 数 2 
收 化 ,所 以 根据 $7.1 引 理工 可 知 ， 对 几乎 所 有 的 a(0 < «<1)， 
存在 5% 一 na)， 使 当 :之 ss 时 ，a&o,。 考 虑 其 中 任意 一 个 a， 
.与 之 对 应 的 标号 是 4， 取 训 充分 大 使 w (8) 之 2， 再 选取 # 适 
舍 2 和 op 过 25 
设 hE S$。 根据 引 理 7 可 知 ， 


RCH ay = YChY) + O C27 s+:) 
— yh) 十 OIC QICh og Eh)), 
因此 ,对 于 he $” 定理 成 立 ,同样 可 证 对 于 h&€ S$” 定 理 也 成 立 。 
”因为 对 于 任何 4， 存 在 太 , 扩 、 适 合 下 GE 有 ES 以 及 
of) — olh) = ol), 
I)008) 一 VAY 1, 
所 以 I . 
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[yD 一 VHS OE oD) = $1), 
类 似 地 ,将 天 换 为 如， 上 式 也 成 立 。 因 为 
Naso) SENG,0) NGC ya)， 
所 以 得 到 所 要 的 NCp,a) 的 估计 式 。 于 是 对 于 ”一 1 定理 得 证 ， 
其 次 讨论 = > 2 的 情形 。 证 法 与 上 面 论 述 类 似 , 我 们 定义 


1, 当 0 专 i < 出 的 i 1- 
Bgyars -as) -二 ee a 的 27 
7(9ya an) >, BCq gu — pry" 9s 一 pan), 
Pl''ePn 


Y (Kgs0 aa) 一 > Pg» qo 一 p,"* "90s 一 加) 
Pi Ei Dt 
而 且 相 应 地 ，1C(g)，1C%,g)，1C%;qsr》 由 # 重 积分 给 出 .为 了 全 
计 . 
i(k;qs rm 一 >， | acesmm — pu, gan — Pa). 


ye 0 
i det 


。 es fo 一 sis srToa — Sa)do da, 
的 上 界 , 可 将 它 分 拆 为 # 十 1 个 部 分 ; 
ICRsg7) = t+ 十 Te 
其 中 1; 由 恰好 有 了 个 下 标 ,六 适合 qs 一 rp 一 0 的 那 
些 项 组 成 , 仿 上 面 可 以 求 出 
I(h;gsr) < Gg) ptr), 
(kg,7) < 人 


发 ciACRs G9,7) 
pe 9 


而 其 余 的 论证 与 * 吓 在 的 情形 完全 类 似 ， 所 有 证 明细 节 留 给 读者 
完成 , 疏 定理 1 证 完 。 . 

. 关于 定理 1 的 推广 可 参见 文献 [21， 其 他 类 似 有 关 结 果 请 网 
[12],[341,[43],[44],[571,[1121,[1221 等 文献 。 
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习 题 


1. 试 证 ,对 几乎 所 有 的 zx 和 及 ， 不 等 式 
lgall < C9log 9)™! 
有 无 穷 多 个 解 g€ N; 而 几乎 没有 se R， 使 
lgall < Cgqlog’g)™ 
有 无 穷 多 个 解 yg &€ N, 
2. 设 qi9， -是 无 穷 自然 数列 ,%(4) 是 自然 数 49 的 不 超过 


十 的 非 负 实 函数 ， 级 数 于 (yo) 发 散 ， 并 且 存 在 无 穷 多 个 


geN, 使 
SEACHE -AD (FIP IE 
abp<0 4 4 
其 中 C: 是 一 个 正常 数 ， 则 对 几乎 所 有 的 ce RR， 有 无 穷 多 个 外 


使 不 等 式 
gicll 一 |gta 一 p| < $9), 


?> 0， (p91) 一 1 
成 立 。 


3. 设 9igi 是 任意 自然 数 无 穷 递 增 序 列 ,， 并 且 对 所 有 对 
<N， 


LL < CM, 01) 
KEM plax 


其 中 是 素数 ，C2 A 


下 二 


5(2) 
中 的 任何 5， 及 任何 自然 数 M ,满足 不 等 式 
《<SM 且 >. 

征 


的 整数 天 的 个 数 不 少 于 PM 其 中 
p+ jt 
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4. 设 qis;"“” 如 上 题 , 旦 有 性 质 (17， 又 设 {142} 是 非 负 递 
增 序列 ，》) 4 发 散 , 那 么 对 几乎 所 有 的 ce R， 有 无 穷 多 个 *， 


使 


成 立 。 

5. 证 有 明 $7.5 定理 1 和 2 的 "收敛 性 部 分 ”。 

6. 给 副 $ 7.5 定理 3 的 证 明细 节 。 

7. 给 出 3 7.5 定理 2 发 散 性 部 分 "的 证 明细 节 。 

8. 证 明 $7.6 引 理 i. 

9. 证 明 $ 7.6 定理 1" 发 散 性 部 分 ”的 4 之 ! 的 情形 。 

10 给 出 $7.7 定 班 1 的 w 守 2 的 情形 的 证 明细 节 . 

11. 设 4 之 1，m 之 1 是 自然 数 ，E >0 任意 ，i 记 & ~ a， 
“on) ER®", fF ~ (qn) € 2™, 


AD— Dl 
1 
用 了 .za 表示 六 量 内 积 ， 用 14| 雪上 表示 max(41,*…,4s) 所 
加 。 设 pAG), eG) 是 * 个 有 界 非 负 画 数 ， 令 


lqxe— pl <Ai, pEN, (qi0p)— 1 


(3) ~ I si(9)， 


:有 二 


xCh) > va) Aas), 
了 二 条 
并 且 NGCH;6 -68。) 表示 不 等 式 组 
ORF 6 — p< pb4), ;一 1 ,+ ,nm 
的 解 (#, Pi, ,pn) 的 组 数 ， 其 中 1#| 拟 bh,， p20 和 i 二 
n)。 求 证 ,对 几乎 所 有 的 《 纺 ,-…,6.)€ Re 有 
NChs Bs -7s 00) — Ch) + OCXECh) log :XCh)). 
* 300+. 


第 八 章 “序列 的 一 致 分 布 


志 $3.1 定理 1 我 们 知道 ， 当 xfQ,8 已 知 ， 存在 9€2Z 使 
ji9ge 一 81 充分 小 ， 由 此 可 知 ，{9a} 当 9? 充分 大 时 可 以 任意 接近 
区 闻 [0, 1) 中 的 任意 一 个 给 定 的 实数 8《 这 里 { 。 } 表 示 分 数 部 分 )， 
或 者 说 {ga} 在 [0,1J 中 是 处 处 稳 密 的 。 实 际 上 ,我 们 还 可 进一步 
得 到 下 列 重要 的 性 质 ， 对 任何 a。 过 5 满足 a {go} 之 b,，!1 声 
9 多 0 的 9 的 个 数 与 9 的 总 数 @ 的 比 渐 近 邮 与 区 间 Le, 2) 长 庆 
相等 ， 这 表 肥 1qge} 在 [0， 世 中 是 “均匀 "地 分 布 的 ， 我 们 把 这 种 序 
别称 为 “一 致 分 布 ?数列 、 它 不 仅 是 数论 中 的 一 个 重要 课题 ， 而 且 
在 概率 论 中 也 是 重要 的 ， 近 数 十 年 来 , 它 被 应 用 到 数值 分 煌 中 , 产 
生 很 多 深刻 而 有 用 的 结果 (参见 文献 [11] 和 f107]). 

本 章 的 目的 是 介绍 一 致 分 布 序列 的 基本 知识 。 寻 8.1 一 8.3 研 
究 一 维 情形 ,538.4 一 8.5 处 理 多 维 情形 。$8.6 介绍 "偏差 概念、 这 
可 使 一 致 分 布 序 列 的 研究 由 “定性 ”发 展 到 “定量 "。 而 这 在 某 些 应 
用 中 是 很 重要 的 ， 最 后 8.7 中 ,简明 地 介绍 了 正规 数 的 概念 和 性 
质 . 1 


§ 8.1 一 维 一 致 分 布 (mod 1) 序列 


用 ww 表示 一 个 实数 询 xm 对 自然 数 N, 及 工 一 [0， 
11 的 任 一 子 集 EE, 我 们 用 ACE;N;w) 表示 x,…' ,xn 中 使 {x,} 
《 的 项 的 个 数 ( 这 里 { ”|} 表 示 分 数 部 分 }。 在 不 引起 混淆 时 , 把 
它 简 记 为 4CE;N). 

定义 1 如 果实 数列 ww 对 二 任何 区 间 [o, 8) Ci(0 寺 oo<b 
所 1) 总 有 
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fim A ga, 多 Nio) _ 三 二 《1》 
则 称 为 一 致 分 布 (modi)《 简 记 为 ud.modl7。 
广 意 ,(1) 式 右边 是 区 间 Ta, 5) 的 长 度 ， 如 果 用 Xre,s) 表示 
区 间 [a,b》 的 特征 通 数 ,那么 (1) 式 等 价 于 
lim Da oA{z)) 一 | Xt) ds, (2) 


-mp 


这 个 事实 向 我 们 建议 出 下 列 重 要 的 数列 一 致 分 布 《mod 1) 判别 
法 则 : 

定理 1 《Wey1，1914) 实数 列 吕 一 致 分 布 《mod 1) 当 
且 仅 当 对 于 任何 定义 在 I0,1] 上 的 连续 函数 f(x), 有 


im 二 3 KK{xej) 一 人 Ke dz (3) 
MX“ NN a1 ~ a 


证 明 ”必要 人 性。 设 w 一 《x,)2-j 一 致 分 布 (mod 1)， 首 先 我 
们 证 明 对 于 任何 一 个 阶梯 区 数 (x),(3) 式 成 立 。 事实 上 , 设 0= 
一 1 用 Xt,esrn 表示 [ai， ar+) 的 特征 函 
数 , 于 是 阶梯 函数 可 以 表 为 


fx) my > GiXLei, si 


[Bd 


0 是 一 些 常数 ， 由 (2) 式 可 知 ， 
tm 六 3 hl{x.}) 
> Si 1 3 Xtes, em {xs}) 
> b3 or fier Cds 


3 ), (5 ciXiasaisn ls) ) dx 


9 SZ 


， Ty (hd, 
即 得 结论 ， 
其 次 ,对 任何 一 个 [0, 1] 上 的 连续 溪 数 ， 由 Ricmann 职 分 的 
性 质 可 知 ,对 任何 s > 0, 存 在 两 个 阶梯 函数 (x) 和 大 (xs) ,满足 
hr) x) (x) 《 当 XE [0,1]), 
和 1 
po — fle))ax < 6 


于 是 容易 算出 
和 rees 一 8 去 他 (x)dx 


一 吉方 > f({xa)) 
< ft) 
< 卫 上 Kt) 
< sm 2 Ke 


— hdr < {far + e, 


由 于 可 以 任意 小 ,所 以 《3) 式 成 立 。 
充分 性 。 设 @ 一 《xs)?m 对 任何 [0， 1 上 的 连续 实 孙 数 f(x) 

适合 (3) 式 .现在 来 证 明 对 任何 [a,b8)S[0,1](0 a <b 1),0 
适合 (1) 式 。 对 任何 s > 0, 显然 存在 两 个 连续 函数 g1(x)，gi(*) 
适合 下 列 条 件 :; 

pa SE Xt x) S ge)， 
和 1 

人 eco — nar < e, 


于 是 有 


“303 。 


二 一 6 一 8 狼 E(x)dr ES . SiCx dz 


Ny 
一 lm 之 zx {x,}) 
< im 工 Al[a,b);,N;o) 
NreN 
& fim ACLa,b)N;G) 
Nm 


< En ACLa, bY;N;w0) 
< fm 之 ga {x.}) 


= | gx) EX < glx)dxti+e Eb—atts, 


因为 可 以 任 瘟 小 ,所 以 得 到 (1) 式 , 即 wm 一 致 分 布 (mod 1)。 故 
定理 证 完 。 

推论 1 实数 列 o 一 《x。 交 = 一 致 分 布 (mod 1) 当 且 仅 当 
对 [0,1] 上 每 个 Riemann 可 酚 国 数 FEx7,(3) 式 成 立 。 

证 明 必要 性 的 证 法 与 定理 1 的 必要 性 证 法 相同 。 由 于 连续 
函数 一 定 是 Riemann 可 积 , 所 以 充分 性 是 定理 1《 充 分 性 部 分 ) 的 
直接 推论 . 

推论 2 实数 询 o ~ (x,)?a 一 致 分 布 (mod 1》 当 有 生 仅 当 
对 每 个 R 上 的 复 值 连续 且 轩 期 为 1 的 函数 f(x) 有 


本 | 
im 二 DK) 一 人 fedz 《4 


证 明 将 定理 1 应 用 于 f(x) 的 实 部 和 虐 部 ,并 且 注 意 , 由 离 
期 性 可 知 扩 {%}) 一 1*), 所 以 得 到 必要 性 部 分 ,对 于 充分 性 部 分 ， 
只 须 将 证 明定 理 1 的 充分 性 部 分 所 作 的 推理 应 用 于 实 连 续 周 期 函 
数 fCx)， 特 别 ， 取 g(x)}， g(x)》 适合 附加 条 件 ge 人 07 一 g.(1)， 
8X0) ms) 如 可 。 证 完 。 
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下 面 给 出 几 个 一 致 分 布 序列 的 例子 。 
例 1 若 a Q, 则 序列 (na) 不 是 一 致 分 布 (mod 1) 的 . 
事实 上 , 若 aEZ, 则 {no} 一 0 《za 一 1,2………)， 所 以 结论 显 


然 成 立 。 现 设 a 一直,(p,9) 一 1, g > 1, 则 {nga} 一 0(z = 1, 


2,……); 所 以 对 任何 区 间 [ep (0<a<b<1)， 
ACL[ab);sg;0) EO— 5 
于 是 
jim 4 [a,8);s9;0) 二 a = lL 


了 耶 地 sg 


如 果 我 们 取 5 一。 > 全 二 ,那么 o 不 能 满足 (1) 式 。 故 得 结论 


例 2 数列 om 
0 0 0 1 了 .人工 ... 天 一 LI ..。 
让 Pe, Pi 37 3” 3” ?7 天 » 天 》 


是 一 致 分 布 《mod 1)》 的 . oe 
我 们 来 验证 ,对 任何 [0,1] 上 的 连续 函数 (x), 数列 o2 满足 等 
式 43)。 对 任意 N, 显然 存在 六 适合 
t+ No 2 《57 


于 是 有 ， 
DHE) = DH,) 


-A 
(OAD +) 


er 
式 中 r < 4 因为 f(x) 是 交 续 函数 ,所 以 由 (5) 式 可 知 


» 305 ， 


1 
| IE | 
k 
< |x)| < Ne |f(x)| —> 0 (N— 00). (6) 
又 因为 
1 ee 
tm (fh dE 大 )) J as 
所 以 根据 tolz 定理 (例如 参见 ，T.M. 非 赫 金 哥 尔 茨 , 微 积分 学 
数 程 ,第 一 着 第 一 分 册 (8$33), 第 二 版 ,人 民 教 育 出 版 社 ,1978.) 有 


We i ei 
士 …， Ga) yA 十 2 十 … 十 大 ) 


> [far (= 00). 0) 


再 注意 ,由 (5) 式 ， 
1 十 2 十 … 填 才 _ 太古 1 <1 
N 2N 


过 1 十 2 十 -十 上 大 十 1 
N 


所 以 有 
a 一 1 (8) 


Nr 


由 (6),(7)， a 故 得 结 
$ 8.2 Weyl 判别 法 则 


在 实际 应 用 中 ， 上 节 的 判别 法 未 必 总 是 容易 的 。 下 面 的 判别 
法 在 不 少 情况 下 相当 方便 。 

定理 1 《Weyl 判别 法 则 )""9 实数 列 oo 一 (zz 一 致 
分 布 《mod 1) 当 且 仅 当 对 所 有 非 零 整数 ， ,有 
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lm > Eihze ww | (1) 

定理 的 必要 性 部 分 可 以 由 § 8.1 推论 2 得 到 .为 证 充分 性 , 先 
给 出 下 面 引 理 。 | 

引 理 1 对 任何 > 0, 存 在 数 E 一 E(s), 具有 下 列 性 质 : 
对 任何 ,8(0 志 oa < 之 8 所 1), 有 以 1 为 周期 的 函数 f(x) ,f(z)， 
它 有 二 阶 连续 导数 ,而 且 

(i) 0 狼 上 (0 安 1，0< 委 和 ( 鸭 安 1， 

(ii) 六 (人 一 1 os. 

ff 一 0 当 0<z<a 和 8 入: 一 1 


Gii) Ja <I—a+tg, 人 coez 8 一 c 一 s。 


Cv) [FOL < EB, [EOI SB, 对 一 切 2. 

证 明 如 果 8 一 a 志 8, 则 取 f-(z) 一 0, 它 具 有 所 要 的 一 切 
性 质 ， 所 以 不 妨 假 定 8 之 a 十 s。 显 然 ,存在 定义 在 [0,1] 上 的 二 
次 可 微 函 数 e{x), 具 有 下 列 性 质 

ha = g(0)— 0(0)—0,81) = 1,8(1) = gC) = 0, 

Oar)1l (0< 委 xz<c1)。 
《例如 ，, 令 
8 — Bx', 0 < + < 
2(7) 一 
. 1 一 31 一 x 十 81 一 xz7)5 当 可 安安 1 
即 合 所 需 . ) 现 令 . | 
0， 当 0< 委 zz<o 


g(2e (Kx 一 a))， 妆 “<r<e 二 本， 

| [3 名 

f-(z) 一 41， 当 十 可 鲜 z2<p 一 了 
8(2s Kp.—z)), 当 p—7 rp, 


0， 当 Bre1l, 
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显然 广 (*) 二 阶 可 微 , 并 是 
[f(r) | e467 axle” (*)| — ECe), 


其 中 E《e) 与 a,8 无 关 ， 所 以 《i),(ii),《iv) 成 立 。 又 由 


-于 


fc a > | dz 一 5 一 c 一 8 
w+ 
可 知 (iii) 成 立 ， 
类 似 地 ,我们 令 
[ 
0， 当 0 扫 ee 
sg(2e Ka 一 2z))， 当 ea 一 < 
有 (zy 一 41 当 


gl2e-(z—B)), BE2<8 十 可， 


0， 当 8 十 也 gE1。 


它 世 具有 所 要 的 一 切 性 质 。 故 绰 理 证 完 ， 
斤 论 I 有 Fourier 展开 式 


Ha- Dd, 0) 
fx) 一 2 erews, (3> 
其 中 系数 满足 不 等 式 
cr 之 有 一 上 一 E ci Ap—art+e, (4) 
lol M(t 0), C5) 


这 里 M 一 M(s) 是 与 ,8 无 关 的 常数 . 
证 明 根据 引 理 1(iii》)，(iy》 可 知 Fourier 展开 式 《2>》 和 
《3)。 下 


全 (fs Ca 
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和 5 引 理 Miii》 可 得 (4) 式 ， 当 + 关 0 时 ,由 了 栈 次 分 部 氛 分 得 到 
一 | fa eds 


ee 
一 一 和 


从 而 (5) 式 成 立 。 故 推论 得 证 ， 
定理 1 充分 性 部 分 的 证 明 ” 设 8 > 0 任意 小 。 对 任何 [up) 
(0 必 a <8 荆 1), 按 引 理 1 构造 辅助 函数 因 (=) .根据 引 理 KiD， 
《ii 可知， 
2 f_-({x.}) < AClas FN; 0) 安 之 ， frCfzs)。 
由 此 式 和 (2),(3) 二 式 可 得 


AsiNio)s 六 Se 
n= 


-mi<+e 


SN(Bp—ate) + 2) TM 
bia | 


有 1 


AC lo BN; co) 之 >) Cy 2 pirirai 


orc+te 


>N(A—ae—e)— DTM 


ad 


N 
> ] eitsai 
他 一 了 


4 [a, 8};N;0) = (8 -一 a) 
N 


5 | C6) 


be! 


M a 
妇 5 寺 于 2 
所 人 


因为 > 1 < co 所 以 了 充分 大 半 可 使 


M > 42 一 es 


izT 
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于 是 


< 一 26。 {7) 


MS £2 bp Crixnt 


NA m=1 


国定 s 和 TT. 由 命题 条 件 可 知 (1) 式 成 立 ， 所 以 对 一 切 0<| 专 
T, 当 NN 之 No(e) 时 ,有 
二 过 人 zt 人 


于 是 根据 (6),《7),《8) 式 可 知 , 当 NN 之 NKs) 时 ， 
| nen ty 


<(TM)!s,. : C8) 


. 
- <s+¥( + 2) ja 2 
AT alsT n= 


8+2s+ MCTM)'s > TI 一 5s。 


0<iel 二 了 


因此 得 双 
lim A Ns) fp— oa, 
也 就 是 说 、w 一 《x7 一 致 分 布 (mod i1)。 玫 定理 证 完 . 
现在 给 出 几 个 简单 的 例子 . 
例 1 设 8Q, 则 ww 一 《wa):- 一 致 分 布 (mod .1), 《请 与 
§8.1 例 1 比较 ) 
事实 上 ， ,有 


Zh sei ew a 了 | < 1 
”Ne 二] N|sinahal ” 


所 以 
lim 工 六 Elmar 0。 


Nao 于 二 下 
根据 定理 1, 则 得 结论 ， 
例 2 w 一 (iog nn)sm 不 是 一 致 分 布 (mod 1)。 


a 31i0. 


事实 上 ,根据 Euler 求 和 公式 (例如 参见 , 坐 罗 庚 ， 高 等 数学 
引 论 , 第 一 卷 第 一 分 册 , 第 十 章 $ 14 定理 1, 科 学 出 版 社 ,1963), 令 
F(r) Carinogt， 
则 有 


3 Fr) 一 | ea 十 二 (FO) + FCNY) 


me} 
+) (tn 一 十 ) ra. 
两 边 除 以 N 后 ,右边 第 一 项 等 于 


Ne 2rilog -一 1 


NC2ri + 1)" 
当 N Te Rd Re 
sl {2} 一 土 ) PCDa|< | EE 0N— co)。 


杀 此 当 和 = 1 时 w 一 (log#)?wi 已 不 满足 (1) 式 ， 故 得 结论 ， 
$8.3 van der Corput 定理 


作为 Weyl 判别 法 则 的 一 个 应 用 ,我 们 来 证 明 下 面 的 命题 。 

定理 1 (van der Corput，1931)59 设 o 一 (ra 六 <-， 是 一 
个 实数 列 。 如 果 对 和 任何 自然 数 ,数列 of 一 《rate 一 xX)?w1 都 一 
致 分 布 《mod I); 那 么 中 也 一 致 分 布 《mod 1). 

注 1 命题 中 的 条 件 对 于 一 致 分 布 (mog 1) 是 充分 而 不 
必要 的 。 例 如 : 若 ak Q,; 则 由 $8.2 例 1 知道 ，w 一 (na):o 一 至 
分 布 《mod 1), 但 序列 . 

wo Cn 十 i Ha) 一 fa) 
显然 不 一 致 分 布 (mod 1). : 

为 证 定理 1, 先 证 下 面 引 理 。 x . 

引 理 1 (van der Corput 不 等 式 ) 设 4,"…… ,uw 为 任意 实 
数 或 复数 ,又 设 1 委 岂 所, 则 有 不 等 式 


Sifi* 


Nx [i 
H? 3 HH+tN—I) Dn +2HFN—1) 
bl | n= ” 


H—!1 如 一 上 
x DH Re (Dion.,) (1) 
证 明 我 们 扩大 w。 的 定义 范围 ， 当 #* 之 0 或 4 之 时 定义 
We 一 0。 于 是 


i > ze 一 D) 3 


sol rassNtr Dar<H r<n SAP 


-D+ 


se 


mn nu 
p=—re 
Di 


根据 Cauchy.Schwarz 不 等 式 ， 


3 - 


H’ 


Ce 


DEPpEN+I areH 


| 
之 过 之 ， “| 


cp<m+H . 0<P<RNY+ 


SD 罗 - 己 “二 (2) 


sr 


注意 到 


| Wyre 
CPP 日 pr< 有 EEN+H Srir<H 


2 >) Ho rtp 一 2) U, 


er eH dp N+ er .sx 


-OD Dt Do, 


berateH Le Meser < 


一 Z + > 《定义 )， 


站 一 全 


式 中 
i 


rs Hp-rtfp—se 
CpEN+H 
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首先 ,估计 对,。 对 每 组 满足 0 和 +r ms 所 FH 的 (r+,), 有 


Us 2 > la, >) xp 


<p<Ri+H rapsrtN 


— 3 ul (Sa—p—r), 


此 值 与 7 无关。 又 因为 满足 8 < 委 r 一 :一 电 的 (rr) 的 组 数 是 
HH, 所 以 得 到 
DeH DS lal .(3) 


lHEN 
其 次 ,估计 对 ,。 把 满足 0 万 + < << 百 的 《7,:) 按 对 角 线 
方式 排列 : 
(0 1) (1 2) (7 Hs 1); 
(0.2)(1;3) ,rr ss —r 2); 
"ns | (WH Co— 1), 
则 得 
并 :一 >3 SS! 也。 
CE 有 
对 国定 的 (0 < 一气 ), 满 足 上 一 rr 一 上 的 (rr 有 
Um BD) woe 


DSP<N+HH 
(srs) 


因为 当 r < 之 了 < 之 rf 十 N 时 #1 才 间 现 ; 当 s < 放生 十 及 时 
也 ， 才 出 现 , 所 以 当 s 之 之 + 十 NN 时 才 可 能 出 现 4,_,#,_,， 于 
是 

Un mm 


sz pertN 
《一 本 有 


本 y、 Hgts ( 令 n nt ’). 


[i 


34p 一 "于 一 + 


由 此 可 见 , 凡 满足 * 一 " 二 + 的 5 都 有 相同 的 值 。 由 于 适合 ， 
一 了 一 了 的 (r,s) 怡 为 
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《03:8 人 1 十 1) (一 1 一 忆 二 一 1)， 
共有 五 一 了 组 ,所 灸 有 


之 : 一 >) DU 


Veil 1 -rms 


> > (H 一 7 > 对 et 于 


< encN—et 


最 后 ,类 似 地 可 以 估计 立 ， 
>), (CH —D 2) 7 


由 (3),(4),(5) 式 可 得 
| ~ D+ D+ Ts 
op<R+A a 


‘—H 2 jl 十 BA 
Xx (EE Ci + Be)). 


DECN—i 


注意 z 十 # 一 2Rez, 由 (2) 式 便 得 (1) 式 ， 故 引 理 证 完 。 


C4) 


(5) 


定理 1 的 证 明 设 w 一 (xs+ 一 zi 入 =- 对 任何 整数 : 一 臻 
分 布 (mod 1)。 根 据 Weyl 判别 法 则 ($8,2 定理 1) 可 知 对 任何 


” 非 零 整数 k， 有 


jm 之 Ce 一 0。 
New nc 


在 引 理 1 中 ， ee Ws 一 extra1, 并 取 OH ZN ,有 


| 


(6) 


HHINTD 3 ewenls.4 LEN— 1) 


HN’ pp HN’ 


) 


xX > 《有 Cr Dre( >) Phd inbdbed 


DeseH 1 oN 


HiN—1 H—': ,H+N—1 


十 2 
人 天 
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N—1 1 se 
.i Re | Pablo | i] ) 
N? N—1+ 2 


对 任何 固定 的 正 整 数 五, 由 上 式 和 《6) 式 可 知 ， 


加 < 


Ne"| ml 


因为 刀 可 以 任意 大 ， 所 以 得 妈 
iim > Cis mm 0， 对 一 若 整 数 天 天 和 


noN 人 亏 
根据 Weyl 判别 法 则 可 知 ，w 一 〈《xz)3-: 一 有 分布 《mod 17. 故 
定理 证 完 。 
现在 给 出 定理 工 的 一 个 应 胃 ， 
定理 2 设 
P(x) 一 arpxi 十 mu ix 十 下 十 m1 
是 实 系数 多 项 式 , 并 且 系 数 m,…… ,a 中 至 少 有 一 个 是 无 理 数 , 则 
@ 一 《P(#))?=) 一 致 分 布 《mod 1)。 
注 2 容易 看 出 (注意 本 章 习 题 1)， 本 定理 是 4 8.2 例 1 多 推 
广 , 
证 明 当 m%== 1 时 ,就 是 $58.2 例 1, 命 题 已 成 立 。 所 以 设 多 项 
式 次 数 六 ?2。 又 设 m 次 多 项 式 P(*) 的 无 理 系数 项 的 最 高 次 
数 为 r(1 筷 r  m)。 我 们 对 7? 用 数学 归纳 法 。 
当 f 二 1 时 , 即 aw, EQ0, ogQ， 令 DD 是 系数 w,-……， 
aa 的 分 母 的 最 小 公 倍 数 , 又 记 px) 一 qnx* 十 … 十 mw， 则 
Plx) = plx) + ox 十 os 
并 且 当 忆 守 0,d 之 1 是 整数 时 ,有 
{pCDE 上 OD} ~ {pCad)}, (7) 
于 是 对 每 个 非 零 整数 六 ， : 


D 
> CLAPDLTA ta Dt+ tae - 


CD 


下 
十 1 >, CIEE 一 了 十 >， 《定义 》， 


N a=[S]or 


由 (7) 式 可 知 ， 


p [%]-' 
Si > EIUPid) edtoni | (2 > C2rhaD } 


d=1 N r= 
因为 mg Q， 根 据 §8.2 例 1 可知 (aD 一致 分 布 《mod1)， 
所 以 
0 《一 co)， 
又 可 看 出 | < 考 一 0 (N 一 co)。 因 此 对 一 切 非 堆 整数 #。 有 


Da ) 

根据 Weyl 判别 法 则 可 知 (PC#))%t 一 致 分 布 (mod 1) 
现 设 m 守 9 > 1, 并 且 假定 命题 对 无 理 系数 项 最 高 次 数 不 超 

过 4 的 情形 已 成 立 ， 假 设 PCx) 是 次 多 项 式 , 其 无 理 系数 项 最 
高 次 数 为 9, 那么 对 任何 非 零 整数 4, 多 项 式 

P(x) — Plx + 6h)— Plx) 
中 无 理 系数 项 的 最 高 次 数 为 4 一 I。 由 归纳 假设 ，( Pn))?-1 一 
致 分 布 《mod LU)。 和 根据 定理 可知 (P(*))3-， 一 致 分 布 《mod 
1》。 于 是 完成 归纳 步骤 ,定理 得 证 。 


$ 8.4 多 维 一 致 分 布 〈mod 1) 序列 


这 一 节 里 将 把 以 前 的 结果 推广 到 多 维 情形 。 
设 s 守 2 是 一 个 整数 . 车 j 一 Co,…,40) 和 B= (bh*， 
bER, BH obo 0) 一 1 则 记 作 < 之 Ca 
85)， 用 [a,5) 表示 集合 径 |#e R',# 所 开 之 让 。 类 似 地 定义 [4， 
如， 又 记 06 一 (0,…,0) 和 了 一 《1,.…,1)E Ri。 用 1' 表 示 [i,?) 
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这 称 为 ， 维 单位 立方 水 。 对 于 主 一 (x,… ,x,) ER', 定 义 其 整数 
部 分 是 世 ] 一 《zd]，……-、[x*,]》 和 分 数 部 分 信 } 一 ({n},*…… 
{x,}), 

设 8 一 (这.*- 是 BR 中 的 向 量 序列 。 对 于 1 的 任何 子 集 
E, 用 ACE;N;W) 《有 时 简写 为 4CE;N)) 表示 六 中 的 矢量 志 ， 
…,zYy 使 得 信 ,} EE 的 向 最 个 数 . 

定义 1 如 果 R: 中 向 量 序列 6 一 (3,)?-1 对 任何 [3#, 5)€ 
二 ,有 


3 


im 全 [La 一 Jo 一 0) (1) 
那么 称 了 8 一 臻 分布 (mod 1). 
注意 到 (1) 式 右边 是 集合 fa,5) 的 : 维 体积 《s 维 测度 ), 所 
以 与 5 8.1 类 似 , 我 们 有 下 列 判别 方法 。 
定理 1 R’ 中 的 序列 十 一 (2z)-， 一 致 分 布 (mod 1) 当 
员 仅 当 对 每 个 [5,1] 上 的 复 值 连续 洱 数 Kz), 有 


各 二 号 你 使) 一 | ，K 人 他 


对 于 $ 8.1 的 推论 1 和 2,， 也 有 相应 的 + 稚 推 广 ， 我 们 将 它们 
留 给 读者 ， 

Weyl 判 因 法 则 的 : 维 推广 是 

定理 2 (Weyl 判别 法 则 》 R 中 序列 怠 一 (zl 一 致 
分 布 (mod 1) 当 且 仅 当 对 每 个 部 E Zr 天 和 有 


im 上 CUBE) oe 人， 
Nz“ > 


式 中 寺 。 表示 矢量 内 积 . 

以 上 所 有 命题 的 证 法 都 与 一 维 情形 闫 似 ， 故 省 略 ， 

由 定 译 2 和 $8.2 定 埋 1 可 以 直接 推出 

定理 3 R” 中 序列 了 8 一 (3,)x= 一 黎 分 布 (mod 1) 当 且 仅 
当 对 任何 hE Z', 有 6, 一 维 实 序 列 人 (0 "ze)2-: 一 致 分 布 
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《mod T)。 

现在 给 出 两 个 例子 。 

例 1 设 3 一 《oa)ER',1,a'…',0 是 Q 线性 无 关 
的 , 则 一 《x 站 )? 一 至 分 布 (mod1), 

事实 上 ,由 lm ,oa 是 Q 线性 无 关 可 知 ,对 任何 了 e Zr， 
有 关 6 有 .BK Q， 所 以 由 $8.2 例 1 可知， 一 维 序 列 吕 一 (二 
. 8)3- 一 致 分 布 《mod1)， 于 是 根据 定理 3 得 出 结论 《本 例 是 
$8.2 例 1 的 * 维 推广 )， 

例 2 设 站 一 (ci 际 “ac R 5 如果 13oa -05 是 Q 线性 
' 相关 ,那么 本 中 序列 西 一 (23)2， 不一致 分 布 (mod 1)， 

事实 上 ， 因为 l,m “so 线性 相关 ， 所 以 存在 5 一 (Ch, 

+ ) EZ',j 天 0, 使 得 
Br he t+ + hoe, EZ, 

于 是 由 $ 8.1 例 1 可 知 ,一 维 序列 w 一 候 、n8)? 一 《〈 坟 。 直 )7- 不 
一 致 分 布 (mod 1)， 再 根据 定理 3 可 知 下 一 《wwE)s。 不 一 致 分 布 
Cmod 1), 

最 后 ， 由 定理 3 和 $ 8.3 定理 2 可 以 得 到 $ 8.3 定理 2 的 上 维 
推广 。 即 了 
定理 4 令 P(x) 一 《P(x),…,P,(x)), 其 中 PiCs)，…， 
P,(zs) 是 实 系数 多 项 式 , 并 且 对 每 个 jh) D0 
多 项 式 

Be Blx) = bPlx) + -+ + P(x) 

ee ,那么 贡 一 (PCn))?。 一 臻 
分 布 (mod 1), 


$ 8.5 ”线性 型 的 一 至 分布 《mod 1) 


我 们 现在 将 上 节 给 出 的 一 致 分 布 《mod1) 的 定义 加 以 拓 广 。 
设 了 是 N"(m 之 1) 的 某 个 无 穷 子 集 。 我 们 考察 & 中 的 序 
列 本 一 (3x)(#E 了 TT)， 它 的 每 个 元 素 的 下 标 是 某 个 向 量 3 = Cm， 
318， 


nT 


EET， 又 设计 一 CN NEN", 沁 | Nl 
N。 对 于 集合 5S1, 用 ACE; 闪 ; 太 ) 《有 尘 简 记 为 A4CE; 府 )) 表 
示 集 合 
主攻 < 过 ) 
适合 { 癌 } € E 的 元 索 的 个 数 ， 

定义 1 如 果 R' 中 的 序列 一 (#1)(#3€ T) 对 于 年 何 [zs 
让 己 1:, 有 
Ca， N) _ 下 
lm a Mew 站 


(Fe 


这 里 | 办 | 一 co 表示 N,,……,N。 各 自 独立 地 趋 于 无 穷 ， 即 min 
PR 一 co ,那么 称 8 一 致 分 布 (mod 1). 
义工 。 
同样 ,我 们 可 以 将 Weyl 判别 法 则 推广 为 
定理 1 (Weyl 判别 法 则 》 R’ 中 序列 区 一 (3X4)(#€ 7) 一 至 
分 布 Cmod 1) Bl eZ 0 有 
各 .二 | >) ei’- Fil sm 0, 


EP 
它 的 证 法 与 $8.4 定理 1 类 似 , 所 以 证 明 省 略 。 现 在 给 出 线性 
型 的 一 致 分 布 《mod 1) 定理 . 
定理 2 设 LE),:"…-，L,(z) 是 变量 六 一 《2 xm) 的 
齐 次 线性 型 ,并 且 具 有 性 质 : 车 整 向 量 五 一 《ta%) 使 wz 
(六) 十 十 Lz#) 是 六 的 整 系数 线性 型 , 则 必 立 一 5， 那么 
序列 
BCL, LH)) (Ce IN 
一 至 分 布 (mod1)。 
证 明 ” 记 线 性 型 
.LAR) 十 jn 
式 中 再 一 (ch yajm)《 Rm。 又 设 司 一 (Ni,…,N。)》 和 并 一 
Cs 9 sm) € IN 对 任何 一 《8 sh) €E Zh 6, 有 
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二 1_ CI hz 


1 > ST 
Ni 2 Ns, say 


| mt 


Ni Ne feh 
式 中 名 一 《mi 人 eg), 一 1，-…, wm。 由 假设 条 件 可 知 ， 对 
he 2 F060, 有 .ZC i m), 于 是 由 上 式 可 得 
_1_. Zek .291 
[i > | 


i I (2|> 本 ) 


m 2 2 
< 下 EE ( 当 IN| = %). 
因此 根据 定理 1 可 知 (3;X#E RN ) 一 致 分 布 《mod 1》。 故 定理 
注 1 如 果 取 和 一 1， 工 人 X) xs l,is, 县 1, os 
“…* 0 QQ 线性 无 关 , 那 么 就 得 到 $8.4 例 1， 


$86 偏差 估计 


设 : 之 1 ,本 一 ED 是 RB 中 的 实数 序列 、 


定义 1 我 们 称 
Dy(B)= sup | N38) 2 I (pi 一 a)| (1) 
A Ny De 


为 * 维 序列 七 的 偏差 。 
特别 , 当 一 1 时 ,可 得 实数 列 本 (xs。)2- 的 偏差 
Dw) 一 sup, | SBN) 一 (6 — 6) 


qi ., 
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更 一 般 些 , 可 以 对 形 如 总 一 (3:)(#€ 了 了)，〈 这 里 了 是 区 ”的 
一 个 无 穷 子 集 ) 的 序列 来 定义 偏差 .我 们 将 此 留 给 读者 . 
由 一 致 分 布 《mod 1) 定义 易 知 
定理 1 R' 中 序列 了 一 3,)?o1 一 致 分 布 (mod 1) 当 且 仅 
当 lim Dn(68) 一 0: 
因为 《1) 式 右边 两 个 表达 式 都 是 不 超过 1 的 正 数 ,所 以 得 到 
定理 2 对 任何 ,有 0 < Dnt8) 拟 1 
对 于 R' 中 任何 序列 5 一 ( 计 ,)?-, 我 们 令 集 合 
4) = {十 有 遍历 2 ,# 一 12 
又 对 任何 的 辫 , 了 ER (未 必 € [6,1]),&<B, 用 A*([8,8);N ;8) 
表示 4.(8) (1 扫 * 委 N) 中 属于 [3,8) 的 元 索 的 个 数 。 显 然 ， 
对 任何 5e Z:， 
AKC[ 到 十 天 六 十 有 3N3 疝 ) 一 A*([E,B);N;D), C2) 
并 且 当 &,Be [5,1] 时 ,有 


A*([B,B)IN;G) 一 ACLP,B);N;). (C3) 
我 们 还 令 , 
KD ,pop, | SDE) - Tp ~ od)|, 
a¢R’ i 三 1 


注意 ,由 (2) 式 ,(4) 式 右边 取 sup 可 以 只 限于 下 E 了。 
定理 3 对 任何 可 有 
Dn(B) < DEH) < 2'Dn(8), (5) 
证 明 由 DxC8》 和 DXB) 的 定义 可 知 , 《5) 式 左边 不 等 式 
成 立 。 现 在 来 证 明 右 边 的 不 等 式 。 为 简单 起 见 ,我们 把 4*([é， 
PB);N ;6B) 写成 A4*(#,8)， 对 于 每 个 区 域 
dip <All), 
都 可 以 分 划 为 2' 个 形 为 
&7) < 这 Pn,y i 1,--* ,2 
的 小 区 域 , 其 中 "，B") 的 诸 分 最 a? ，B?) 适合 下 列 不 等 式 之 


Ce 
9 
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0 委 opm 一 8 入 1 或 1 和 cf 一 8 二 2 (6) 


并 且 有 
MaB) 一 DAC", pe") 
和 
s # 上 
I (aD = 5 I Gh a 
因此 得 到 


I 
到 4 及 一 下 | 
2 了 了 
一 民 了 A"Ca™ 8) 一 >) 3 (8 一 co 


之 |2 1 A*(BY!, Bl ) 一 I Cp‘™ o>)|. 《7) 


如 果 对 于 茶 个 »,(6) 中 第 一 式 成 立 ,那么 (7) 式 中 相应 的 加 项 不 会 
超过 Dw(8) (根据 Dwx(B) 的 定义 ); 如 果 (C6) 中 第 二 式 成 立 ， 那 
人 (3) 式 可 知 《7) 式 中 相应 的 加 项 也 不 会 起 过 Du(&). 因 
D8C5) 所 2:Dw(W)， 故 定理 证 完 ，。 

推论 1 R: 中 序列 BB 一 《x。)so 一 致 分 布 (mod 1) 当 且 仅 
当 Di(2) 一 TON 00). 

定理 4 对 R' 中 任何 8 一 3,);-: 和 任何 了 ER'， 7>1i 
(未 必 子 忌 门 ,有 | 


1， Poat NB NTIr. | C8) 
， 1=1 | 


证 明 用 f.(3,7) 表示 A,(53) 中 满足 
4 
的 向 量 < 的 个 数 ,那么 
4a([aE INNSB) = SfB7), (分 
[ 
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再 令 


dk 1, 当局 一 了 < 二 吉 ， 
[2 (8,7) 本 其 他 ， 
那么 
/237 一 Ye( 站 一 ,7), 
于 是 得 到 


[ee i,(&,7)da 一 > | p(B — hb,F)d 


[iy 


op J Beh )se da, 


Hx€2 2 vi [RE 
am >， ev 于 人 人 人 pale 一 各 -7) dm) 
bb A,€ osg 好 ! 


X dueda ee | BF) dm dao, 


一 内 世 Qj 世上 十 四 
1 es 


本 Yie 
由 此 式 和 (9) 式 可 得 (8) 式 ， 故 定 埋 得 证 。 
有 关 偏 差 的 估计 问题 ， 在 高 维 积分 的 近似 计算 等 问题 中 很 重 
~ 去 ,请 参看 文献 [11] ,154],[72],[115]。 


$8.7 正规 数 


设 ae R,6 是 一 个 不 等 于 1 的 自然 数 , 则 a 有 唯一 的 5 进 表 
达 式 
== [a] + Do [Lela es, (1) 


其 中 “数字 ”a。 是 整数 ， 适合 0 过 as. 二 bln 守 1), 并 且 对 无 穷 
多 个 sn,o。 忆 bb 一 1， 设 o 是 68 进 制 的 一 个 数字 (或 以 5 为 底 
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4i(eiNia) 表示 “表达 式 (1) 中 ，ew(1 所 nN) 中 适合 oo=s 
的 个 数 ， 在 不 引起 混淆 时 ,把 4,Ca;N;e) 简 记 为 4i(asN)。 更 
一 般 些 , 设 Bi 一 254 是 长 为 大 的 “数字 段 ， 大 1。 我 们 
用 44 Bi;N ;a)》 表 示 在 表达 式 (1) 的 数字 段 ea axw 中 ,Bi 出 
现 的 次 数 ( 有 时 把 4s( BN ;oa》 简 记 为 4s《 Bi;N)， 例 如 ， 在 十 
进 制 中 ， 若 a 一 3.21087288219:……,， 风 Ai(2;5;0) 一 1，Lo(23 
10;a) — 3,Av(21;10;0) ~ 2, 
定义 1 如 果 数 = 适 台 

知人 ai 一 人 《( 当 一 0 一 D， (2 
则 称 s 为 5 进 制 简单 正规 数 (或 以 如 为 底 的 简单 正规 歼 2. 如 果 
a 适合 


ji 人 ein 一 去 (对 所 有 > 1 和 所 有 B4)， (3) 


Nw 


则 称 = 为 二 i 5 为 底 的 正规 数 》。 

显然 5 进 制 正规 数 必 为 总 进 制 简单 正规 数 ， 但 反 过 来 一 般 不 
成 立 ， 例 如 ,在 2 进 制 中 ,a 一 0.010101.… 是 简单 正规 数 , 但 不 是 
正规 数 ,因为 数字 段 “11” 在 «表达 式 中 从 不 出 现 . 

定义 2 如 果 a 在 所 有 6 进 制 中 (b 之 2) 部 是 正规 数 , 则 称 “ 
为 绝对 正规 数 ， 

定理 1 数 « 是 5 进 制 正规 数 当 且 仅 当 序 询 w 一 (2c73- 一 
致 分 布 (mod 1)， 

证 明 设 < 有 5 进 制 表达 式 (1)。 孝 虑 任意 一 个 长 为 的 数 
字段 B4 一 5 …6A(《 之 1), 那 么 (1) 式 中 业 个 数字 眉 avanti 
GariiCm > 1) 与 B: 昼 等 当 且 权 当 


a 一 ia]+ 避 名 + 弘 +… eR 


古本- 二 mm 二 类 b" 
于 是 
{ble} 证 二 而 古寺 bi 十 < 十 mL 
Db* i 人 or" 
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Bbt 十 一 十 如 D6t 十 二 二 
a ， (4) 
则 
{eb" a} € [a,8), 
因此 | 


AKBISN;a) es AC[a, BSN 一 大 十 1;w) (5) 
(上 式 右 边 记号 含义 如 58.1 所 述 )。 
如 果 wm 一 《ba);-o 一 致 分 布 (mod 1)。 则 由 (57 式 和 $8.1 定 
义工 可 得 
i m AKBiSN NY ;a) == lim 4([aB;N 一 二 1;w) ， Ss 


ee N Ne N 一 十 1 
Rp 
pa at 


因为 Bi 实 1) 是 任意 一 个 长 为 的 数字 段 , 所 以 可 知 o 是 5 进 
制 正规 数 ， 
有 反 过 来 ,如 果 & 是 5 进 制 正规 数 , 则 由 (5) 式 和 定义 2 可 知 
limA CorpiN ;2) lim ABGN 十 K 一 1 


Nee N Mn 有 十 大 一 】 
.dl ON 
大 Dt Sa, (6) 


此 式 对 任何 BiC* 守 1) 成 立 , 所 以 对 任何 [e,3》 成 立 ， 其 中 a， 
8 是 形 恕 (4) 式 的 有 理 数 ， 现 设 E 是 [0,1] 的 任意 一 个 半 开 子 区 
闻 ,s 之 0 充分 小 ， 则 可 选取 /i 一 [ep 一 [or,81); 《aisHi) 
(i 一 1,2》 是 形 如 (4) 起 的 有 理 数组 , 使 wmSE ESEJ， 且 | 如 | 一 
8 之 有 一 之 包 一 之 185| 十 。 (这 里 1854 表示 区 间 E 的 长 
度 )}。 于 是 由 (6) 式 可 知 , 当 入 充分 大 时 ， 

ACESN; 1) > AlLewB ON;m) >> (3 —a)—s>IE| —2s, 

N nN 

类 似 地 ,有 
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LEaNia) < gl 42. 


因此 得 
全 ENim) a 

所 以 中 一 臻 分布 Cmodjl》。 故 定 至 得 证 ， 

定理 2 设 b 之 2， 几乎 所 有 的 实数 是 5 进 制 正规 数 ， 

这 个 定理 是 定理 1 和 下 列 引 理 的 直接 推论 ， 

引 理 1 设 (o,)s-， 是 由 不 同 整 数组 成 的 数列 ， 则 对 几乎 所 
有 的 实数 ;序列 w 一 (asa)? 一 致 分 布 (mod 1). 

注 1 作为 特殊 情况 , 当 6, 一 4 (* 一 1,2,-…) 时 ,这 个 引 
理 可 以 由 $8.1 例 1 和 $8.2 例 工 推出 来 。 

证 明 ”只 须 证 明 对 几乎 所 有 ae 10,1),w 一 (esw)3-, 一 致 分 
布 (mod 1)。 事 实 上 , 若 y El, 不 十 1) 旦 (4,9)?-， 不 一 致 分 布 
《mod 1), 则 由 于 7 一 ke [0,1)。 积 {as(y 一 )} 一 {any} 可 知 
Cauly 一 和)?-， 也 不 一 致 分 布 Cmod1)， 如 果 [0,1) 中 使 Cosa)?.， 
不 一 致 分 布 《mod 1) 和 的 a 构成 零 测度 集 , 那么 上 述 的 ”也 构成 
[,， 丰 十 1》 中 的 零 测度 集 ， 因为 可 数 多 个 办 测度 染 的 并 也 是 零 
测度 的 ,所 以 得 出 引 理 中 的 结论 。 

对 固定 的 非 零 整数 h， 令 


WT 六 cd 1I0Sa<1)， 
则 
i N 
1SCN 0)|’ = SCN, a)SCN ,oa) i > Gln sa 
于 是 


1 < A 1 
ISCN ,a) bdo 一 a >) | EMem eidr 一 3 (7) 


(这 是 因为 双重 求 和 中 只 当 吉 一 # 时 职 分 等 于 1 ,其余 各 项 积分 都 
为 零 )。 由 (7) 式 可 得 
9，334 


人 、 到 。 
> | [SCNi, a) {de 一 > 上 上 < co0。 
Rn1l -0 N= N: 


根据 Fatou 定理 (例如 参见 H.TI 纳 唐 松 , 实 变 函 数论 ,高 等 教育 
出 版 社 , 北 京 ,1958) 可 知 


{EtsCv,e) tide < 00. 
从 而 对 几乎 所 有 的 se [0,1), 有 


FT 1SCNmP < oo。 
N=1 
所 以 对 几乎 所 有 的 we [0,1)， 
lmSCN’,a) 一 0. 
对 于 给 定 的 N > 1 存在 正 整 数 中 适合 Ww 攻 N < (mt+1》， 
所 以 
1SCN,a)1 < SCm oe)| + 2 < SCm',0)| + 二- 


N MN 
因此 ,对 几乎 所 有 的 ee [0,1)， 


HmSCN ,a) 0, 
例外 集合 《 即 上 式 不 成 立 的 那些 a 构成 的 集合 》 一 般 与 整数 有 
关 , 记 为 E,， 那么 1Esi 一 0。 因为” U 山 8 是 零 测度 集 , 所 以 
DE Zh 


对 几乎 所 有 的 we [0,1), 有 
liml Dl er 0 (对 一 切 hE Zh 六 0)。 


NzeN nt 
因此 对 几乎 所 有 的 ae [90,1), 序 列 (goa)*-t 一 致 分 布 (mod 1). 
故 引 理 得 证 。 
定理 3 几乎 所 有 的 实数 “ 是 绝对 正规 数 ， 
证 明 对 任 一 整数 6 守 2, 用 Es 表示 非 5 进 制 正规 数 集合 . 


根据 定理 2 可 知 ,|E,| 一 0。 因为 5; 是 一 个 零 测度 浊 ， 故 定 
=2 
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理 得 证 。 
最 后 我 们 给 出 一 个 有 名 的 正规 数 的 例子 。 
定理 4 在 小 数 点 后 韦 续 按 递 典 顺 序 写 出 所 有 十 远 位 数 所 得 
到 的 十 进 小 数 
a = 0.123456789101112-.… 
是 十 进 制 正 规 数 。 
定理 4 的 证 明 我 们 咯 去 ， 可 参见 文献 [73]。 它 的 进一步 推广 
可 见 文献 [6] ,[251, 
由 定理 4 和 定理 2 可 得 
推论 1 下 列 数列 一 致 分 布 (mod 1): 
0,123456789101112-*…-、 
0,2345678910111213...， 
0.34567891011121314--.， 
0.456789101112131415-*:, 


和 


习 题 

1. 若 《x。)?.s 一 致 分 布 (mod1), a ER, 风 Cx, fo) 地 
一 致 分 布 (mod 1). 

2. 若 《xs)s-: 一 致 分 布 (mod 1),Cyw) ?1 适合 fim(zs — yy») 


一 ee 为 实 常 数 )》, 则 〔?。 六 -也 一 致 分 布 《mod 1). | 

3. 若 《x。)?-1,《Ye)r%t 都 一 致 分 布 《mod 1), 则 序列 ，yy 
ty29* tao 也 一 致 分 布 《mod 1)。 

4. 序 列 wo 一 《zs)7 一 致 分 布 (mod 1) 汝 且 仅 当 对 任何 。， 
0 友 c 安 1, 有 


tm ACLO,oN;0) 一 
5. 设 (x。)?-， 是 【0,1)》 中 的 数列 ,对 于 区 间 [a,5)c[0,1]， 
及 和 >1, 用 SC[a,6);N) 表示 za(1 所 n 必 NN) 中 属于 [6, 5) 
的 元 素 之 和 , 则 《x,)?-， 一 致 分 布 《mod1)》 当 且 仅 当 对 任何 [4， 
"338。 


5)C10,11, 有 
lim LaoON)Y 一 上 《下 — a), 


Nm N 


6. 求证 序列 《ne -1 (e 为 自然 对 数 的 底 ) 一 致 分 布 (mod 1)， 
但 序列 《rn1e)s-i 不 是 一 致 分 布 (mod 1)。 

7. 判断 下 列 各 序列 中 哪些 一 致 分 布 《mod 1): 

Qi) 《5xrs)5- 其 中 为 一 固定 的 非 零 整 数 (xzo)z-， 一 致 分 布 
《modI)。 

(ii) (meXz 一 0,1, 一 1,2, 一 2,"…*, 太 ,一 总，"…), 其 中 是 
无 理 数 . 

Cii) (sin z)3-i。 

(iv) (clog n)?-1, 其 中 <c 为 常数 ， 

(CY) (nlog 9)z-i。 

8, 设 (xs)?-i 是 实数 列 , 8 为 自然 数 , 如 果 8 个 序列 (xo,+s)* 
《4g 一 0,1,-… ,0 一 1) 都 一 致 分 布 《mod 1), 则 《x。)x= 也 一 致 
分 布 (mod 1)， | 

9. 设 (FF,)* 是 Fibonacci 序列 , 即 它 适合 书 一己 一 1， 
F, 一 Fs 十 Folw 这 3)， 则 《log ,)?_， 一 致 分 布 Cmod 1)。 

10. $8.3 定理 2 中 , 当 一 切 系数 aj(i 之 0) 都 属于 QQ 时 ， 结 
论 是 否 成 立 ? 

11. 24 十 Tx 之 一 Jy 十 1 之 2x 十 xy 一 2xwyy 有 无 穷 
多 组 正 怠 数 解 《x,y)《 应 用 58.3 定理 ?2). 

12. 给 出 $ 8.4 定理 1 和 2 的 证 月 ， 

13. 设 Cl1?" ote 是 光 理 数 , 则 

(8 sn 0 ) 5- 

在 R' 中 一 致 分 布 (mod 1)。 

14. 设 p(w) 是 次 数 为 + 宕 1 的 多 项 式 , 首 项 系数 为 元 理 数 , 则 

Cpl1) pln t+ 1),-** ,phn + sO— 1 

在 R' 中 一 致 分 布 《mod 1)。 

15. 设 oo 一 (zzbey 一 《ys 是 [0,1) 中 琴 个 序列 ， 


+ 4249+ 


Ces) si 是 非 负数 列 ,适合 | x。 2 ya| < En (Cn 人 1,2,.**), 则 对 
任何 s 闫 0, 有 


[DC DD Xe), 


其 中 六 (se) 表示 ss(1 魏 *< 委 和 N) 中 适合 ss > 8 的 元 素 个 数 . 
16. 数 a 是 5 进 制 正规 数 当 且 仅 当 zie 是 而 进 制 简单 正规 
数 (Gj 一 0,1,2,*……). 
17. 把 $8.7 引 理 1 推广 到 多 维 情形 ， 即 证 明 : 设 〈e.)3-, 是 
由 不 同 整数 构成 的 数列 , 则 对 几乎 所 有 的 (a,"… ,@,)€ BR’, 序列 
Carts sas0s)) sa 
一 致 分 布 (mod 1)。 
进一步 讨论 下 列 命题 是 否 成 立 : 
设 《a 多 )2olj 一 1,"…,s) 是 :个 数列 均 由 不 同 整 数 构 成 ， 
则 对 几乎 所 有 的 《oat,……… az)6 R', 序 列 
《agoa 0s 0 )) Ss 


一 致 分 布 (mod 1)。 
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第 刻章 ”p-adic 技 镭 图 逼近 
本 章 将 简单 地 介绍 p-adic 数 域 上 的 于 番 图 到 近 的 主要 定理 ， 
首先 建立 不 同 于 实数 的 有 关 p-adic 数 的 概念 ,介绍 Archimedes 
赋值 与 非 Archimedes 赋值 的 一 些 基本 竹 质 。 接 着 ， 分 别 从 存在 
性 和 构造 竹 两 方面 给 出 肝 有 理 数 逼近 一 般 p-adic 数 的 定理 的 证 
明 。 进 一 步 ,用 两 种 不 同 的 方法 证 明了 关于 p-adic 代数 整数 一 
般 p-adic 代数 数 的 有 理 扣 近 定 理 ， 邑 Liouville 定理 的 p-adic 
类 似 .通过 比较 ,读者 可 以 了 解 研 究 p-adic 丢 番 图 允 近 的 基本 方 
法 。 本 章 还 叙述 了 代数 数 有 理 通 近 的 著名 的 “Thue-Siegel-Rorth 
定理 以 及 代数 数 联 立 有 理 肿 近 的 著名 的 Thue-Siegel-Roth-Sch- 
midt 定理 的 p-adic 类 似 。 本 章 还 将 介绍 几 种 p-adic 连 分 数 算 
法 ,这 将 在 p-adic 丢 亚 图 和 逼近 及 p-adic 超越 数论 中 起 着 重要 的 
作用 。 最 后 还 介绍 了 用 有 界 次 数 的 代数 数 通 近 p-adic 数 的 问题 。 

对 于 代数 数 的 各 种 高 的 定义 .联系 作 了 简明 的 介绍 。 


$ 9.1 代数 方程 的 p-adic 解 
众所周知 ,有 理 数 域 上 的 二 次 方程 


好 一 7 一 


在 有 理 数 域 中 无 解 ， 但 在 实数 域 中 有 两 个 解 x 一 土 V7 ;而 方程 
好 十 1 亚 0 
在 实数 域 中 无 解 ， 但 在 复数 域 中 有 两 个 解 + 一 鞋 i, 这 里 i= 


M 一 1， 这 些 方 程 是 否 还 存在 其 他 形式 的 解 昵 ? 这 一 节 里 我 们 将 
解决 这 个 问题 ， 一 般 地 , 兰 虑 # 次 代数 方程 


Gox" 十 oo + .+a = 0 (1) 
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《ao 过 0:0 GEZ) 
的 其 他 形式 解 的 求法 .首先 将 方程 (1) 变 形 为 
Coax)" 十 ai( gox)"! + a (Cdr) + on 0, 
于 是 不 失 一 般 性 ,我 们 将 讨论 方程 
jf xx 0 (2) 
设 二 
f(z) nr) 
为 f(x) 的 形式 导数 。 又 设 为 一 固定 素数 。 我 们 从 解 同 余 方程 
fx) 一 0 (mod p) (3) 
出 发 ， 若 方程 (3) 有 一 解 x 一 c0,0 所 oo 所 p 一 1, 并 且 满 足 
fle) 天 0 (mod p), 
则 令 x 一 oo + py， 继 续 讨论 同 余 方程 
fot pt (mod p)0EyEp— 1, 
也 就 是 解 同 余 方 程 : 
feo) + pyf (eco) 0 Cmod p'), 
即 解 


Ko) + pod)y m0 Cmod p) 0 Ey Ep—1 (4) 


显然 ,由 同 余 方程 (4) 可 以 唯一 地 解 出 y, 命 之 c1, 于 是 
moti+oaop0 和 Ro 人 p10 Eacp—1) 
是 同 余 方 程 
f(s) 0 (mod p’) 
的 解 ， 一 般 地 ,如 果 
x— zx ct cept or tt + ep 
0 ep—1l,r 守 0 
是 同 余 方程 
f(x) = 0 (mod p’') 
的 解 , 且 适合 
f(z) 其 0 (mod p)。 
那么 令 + 一 zl 十 zy7， 并 郑 错 方程 
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fixert ply) md (mod pr 0 yp—i, 
好 


. 十 fry 0 (modp),0 yp — 1, 


了 


该 同 余 方程 有 唯一 解 y, 记 作 c, 则 
zi et apt cept t+ ep t+ ep 

是 同 余 方程 
. fs) 四 0 (mod pt 
的 解 。 

这 种 过 程 继 线 进行 下 去 , 便 寺 到 2 器 级 数 

cocop+taoap ted+ 0 pl, 
简 记 为 


co crca Cr 
这 就 是 方程 (2) 的 p-adic 解 。 
例如 , 求 方 程 
7 一 0 
的 3- adic 解 。 


求解 如 下 : 设 f(x) 一 也 一 7, 则 f(x) 一 ?xz。 由 同 余 方程 
TT—7m0 (mod3) 
开始 、 显 然 * = 1 和 x* 一 2 是 它 的 两 个 解 。 首 先 考虑 * 一 1 的 情 
形 ， 由 一 般 求解 步骤 可 知 
ro cm li) 6,F(1) 20 (mod3). 
由 (4) 式 得 


二 27 5 0 (mod3),0 yA&2, 


由 此 解 出 y 一 1, 令 oj 一 1, 所 以 
wli+tlpmli3—4 
是 x 一 7m 0 《mod 35 的 解 。 计 算出 
Hz) 一 中 一 7 一 Fo) 一 2。4 一 8。 
解 闻 余 方程 
。333 。 


+8y 0 (mod3), 0 过 y 之 2 


得 ?一 1， 令 cz = 了 , 史 
Xlt+1i*.3 +l:3 一 13, 
fx) = 13 — 7 = 162,fC4) 一 2 13 一 26。 
解 同 余 方程 
+ 26y 一 0 Cmod 3),0 寺 yy 志 2 
得 ?一 0 令 co 一 0, 则 
和 一 1 十 1 3 十 1.3 二 0.3 一 13， 
Kx) 一 162， f(r) 一 26。 
解 同 余 方 程 


1 十 26y m0 (mod 3),0 <yE2 


得 y 一 2。 令 0c 一 2, 册 
嫉 十 1"3 士 1。 了 3 十 0 及 十 2。3 
是 方程 
?=0 (mod 35) 
的 解 。 一 直 做 下 去 就 得 到 方程 x 一 7 一 0 的 一 个 3-adic 解 为 
X= 1.11020021120222102121012:- 
从 另 一 个 起 始 值 2 出 发 , 便 得 到 方程 * 一 7 一 0 的 记 二 未 3-adic 
解 , 妈 x 的 共 谣 解 
x 一 2.11202201102000120101210.--。 
用 上 述 方 法 我 们 能 够 求 出 方程 
rl1=0 
的 两 个 5~adic 解 是 
一 2.1213423032204132404340-。 
攻 一 3.32310214122403120403104。 
在 这 里 ， 我 们 只 是 给 出 代数 方程 的 p-adic 解 的 具体 解法 ， 
没有 讨论 解 的 存在 性 和 收敛 性。 例如 , 方程 x 十 1 一 0 就 没有 
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3-adic 解 。 那么 , 它 的 解 是 什么 形式 呢 ? 这 个 问题 将 在 59.3 中 讨 
论 。 下 一 节 我 们 考虑 收 伍 性 问题 。 


$9.2 p-adic 赋值 与 p-adic 数 域 


显然 ， 上 节 得 到 的 代数 方程 的 p-adic 解 无 论 在 实数 域 上 还 
是 在 复数 三 上 都 是 不 收敛 的 ,也 就 是 说 ， 这 些 解 在 普通 绝对 值 ( 称 
为 Archimedes 赋值 ) 下 是 发 散 的 ， 但 在 另 一 类 赋值 〈 将 称 为 非 
Archimedes 帕 值 ) 下 是 收 襄 的 。 

定义 1 设 oa,6 为 有 理 数 , 对 任意 有 埋 数 存在 有 理 数 值 的 了 消 
数 由, 具有 下 列 性 质 : 

《i) g(a) 之 0， 其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 a 一 0。 

《ii 四 (op) 一 由 Ga) 由 (与 ) pe Q. 

《iiiy bla + 6) SE pla) + $b),a,b EQ, 

则 称 中 为 有 理 数 域 Q 上 的 一 个 赋值 。 

车 有 一 个 正 整 数 四 > 1 使 得 由 (mw 之 1， 则 该 赋值 史 称 为 
Archimedes 赋值 ;否则 , 即 对 所 有 正 整数 = 常 有 b(n) 经 1, 称 该 
锋 值 为 非 Archimedes 赋值 。 

因此 ,通常 的 绝对 值 $Ca) 一 1c|, 是 Archimedes 赋值 

现在 设 ?是 一 固定 素数 ， 则 任 一 非 零 有 理 数 。 可 唯一 地 表 为 


4 一 三 po 0(r55) 一 1,ptrs,n 为 整数 ， 


我 们 令 | a 
\ et 
则 该 赋值 虫 称 为 有 理 数 域 Q 上 的 p-adic 有 赋值， 记 作 $0) 一 
15|,。 它 是 非 Archimedes 赋值 。 

对 于 一 般 的 非 Archimedes 赋值 ,我 们 有 

定理 1 设 由 是 非 Archimedes 赋值 ， 则 史上 共有 竹 质 《i)， 
Kii)(Kiii) 外 ,还 满足 更 强 的 不 等 式 ; 
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Ciiiy 由 (Ke + YE maxt bia), bb)), ape。 
并 月 车 由 (oa) 关 $C5), 则 有 
(iii”) pla t+ 8) 一 max( bla), $5)). 
反 过 来 ,如 果 一 个 赋值 名 漠 足 不 等 式 (iiY), 则 中 是 非 Archi- 
medes 赋值 。 
证 明 ”由 二 项 式 定 理 ， 并 根据 非 Archimedes 赋值 的 定义 可 
知 , 对 任意 正 整 数 # 有 
中 (Ka tb)) Sbla) + pha) p(B) + 
t baIpB) + pe)" Ent+1) 
max X (Ha), bb))", 
于 是 得 到 


bla 十 8) E" /nt max(bla), $b)), 
令 nn 一 00, 则 得 福 质 Ciii)。 
若 四 (a) 关 由 5) 不妨 假定 bt) < pLa)。 由 性 质 Ci 让) 可 
知 由 (ae 二 5) 之 $Ca)， 如 果 $Ca 十 5) < 之 四 Ca), 则 由 (iii) 得 
pla)— bla + 6)—6) < max(pla + 6b), $5)) 
< pla), 
这 是 不 可 能 的 ,所 以 
由 Ka td) pla) marxC pla), $6)). 
反 过 来 ， 如 果 一 个 赋值 由 具有 性质 《iii"7)， 则 对 任意 正 整 数 
n, 有 
pn) = ptt 二 1)< 委 由) 一 1 
根据 定义 ,中 是 一 个 非 Archimedes 赋值 , 故 定理 得 证 。 
定理 2 (乘积 公式 ) 设 a€ Q,a 关 0, 则 


lal I lal, 一 1， 
这 里 [表示 乖 积 取 遍 全 体 素数 . 
. » 


证 明 有 理 数 a 产 0, 可 表 为 
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4 一 土 I p"?,n。 为 整数 ， 


这 里 m， 是 a 相对 于 素数 的 知 次 ,可 正 可 负 , 也 可 为 零 ， 这 种 表 
法 是 唯一 的 。 所 以 有 


lal, = pr, Jal = TT p"o. 
[4 


由 此 立即 得 出 乘积 公式 ， 

定义 2 设 风 为 一 碾 舍 ，{e。}:-， 为 一 有 理 数 序列 。 如 果 对 
任意 实数 e > 0, 都 有 正 整 数 N 使 得 当 着 盖 六 时 ,由 (ae 一 os) 
之 5, 则 称 {es} 为 Cauchy 序列 。 

定义 3 如 时 对 任意 实数 8 > 0， 都 存在 正 整数 N， 使 得 当 
n> 村， (os) 之 5, 则 称 {o。} 为 零 序 列 。 所 有 零 序列 构 成 的 

合 , 记 作 407。 

定义 4 如 果 存 在 有 理 数 ,使 得 {os 一 9} 为 一 零 序列 ， 则 

称 {es} 有 中 极限 a, 记 作 

中 - lima, 一 q。 

定义 5 如 果 两 个 Cauchy 序列 {es} 和 {5。} .之 差 {ao。 一 

5。} 为 一 零 序 列 , 则 称 这 两 个 序列 局 余 , 记 作 
{as} 四 {6.} Cmod {0}). 

这 是 一 个 等 价 关 系 ， 可 以 记 作 {oa.} ~ 和 中。 利用 这 个 等 价 
关系 ,可 将 所 有 Cauchy 序列 分 成 等 价 类 《或 称 为 同 余 类 )。 人 也 就 
是 说 ,属于 同一 类 的 Cauchy 序列 都 辣 余 , 属于 不 同类 的 Cauchy 
序列 不 同 余 。 每 一 类 中 任 选 一 个 序列 {e。} 为 代表 ， 这 一 同 余 类 
记 作 {2,}。 下 且 我 们 定义 {3,} 就 是 这 一 同 余 类 中 每 个 Cauchy 
序列 {os} 的 中 极限 , 即 

$-lima, 一 人 


定义 6 在 两 个 同 余 类 {z.} 和 fo} 中 各 取代 表 {on} 和 
{8}。 我 们 定义 同 余 类 之 间 的 运算 如 下 : 


{a 小 士 {8} 一 {far tba}s 
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{32.} - {3.} 一 {0 * 5)， 
{a }{B.} t= {a.67'}, {5,.} » {0}. 
容易 证 明 ,所 有 同 余 类 构成 的 集合 在 上 述 运 算 之 下 是 封闭 的 。 
这 个 集合 称 为 有 理 数 域 Q 的 由 扩张 。 每 一 类 称 为 这 个 由 扩张 中 
的 一 个 “ 数 "。 由 于 Q 中 任 一 Cauchy 序列 {a,} 的 由 极限 {2,} 
不 一 定 再 是 有 理 数 ,而 以 有 理 数 为 由 极限 的 “Cauchy 序列 构成 的 
同 余 类 全 体 与 有 理 数 域 Q 一 一 对 应 ,所 以 有 理 数 域 8 的 由 扩张 
是 比 Q 更 大 的 数 系 。 
例如 , 若 取 $Ce) 一 1a|〔 即 普通 绝对 值 ), 则 Q 的 由 扩张 ， 
就 是 我 们 所 数 悉 的 实数 域 R。 若 取 w(e) 一 |al, ( 即 p-adic 赋 
值 ), 则 Q 的 请 扩张 称 为 p-adic 数 域 , 记 作 Qv。 作 为 一 个 子 域 ， 
Q 可 媒人 实数 域 R, 同 样 了 可 嵌入 p-adic 数 域 Qv。 
下 面 我 们 还 要 考虑 赋值 的 扩张 . 
定义 7 定义 同 余 类 {2} 的 赋值 如 下 : 
(fa ) 一 lim pe,). 
现在 用 a,8,7,*… ,表示 中 扩张 中 的 “ 数 ”"。 容易 验证 ， 办 (a) 
满足 赋值 的 一 切 基本 性 质 : 
(iD pla) 守 0,b(a) 一 0 当 且 仅 当 一 10}， 
Gii) $Ca8) 一 pla) pl8). 
Qii) bla + 8) $a) i $8), 
类 似 昌 ,我 们 可 以 定义 由 扩张 中 的 Cauchy 序列 ， 零 序列 , 中 
极限 等 等 。 于 是 我 们 得 到 
定理 3 ”有理数 域 Q 的 由 扩张 是 完备 的 ， 即 中 扩张 中 任意 
Cauchy 序列 {a} 在 中 扩张 中 都 有 史 极 限 。 
证 明 假定 {os} 是 一 个 Cauchy 序列 , 设 mw 是 有 理 数 序列 
{eo} 的 由 极限 , 见 


om 中 lim on’, 
久 此 ,对 一 个 固定 的 1!; 存 在 N 一 N(1) 使 得 当 nn 守 NCi) 时 
» 330 + 


(mm 一 eg < (1) 


于 是 
$ap 一 0 人 EE bap — af) + bla—ar) + 由 ago 一 cr) 
< 二 +p oar) + 


因为 {fa} 是 Cauchy 序列 ,对 任意 8 > 0, 存 在 M 一 M(s), 使 
得 当 i,f 之 对 时 ,有 
日 6 8 
二 < 二 ， 二 过 ba or) < 
所 以 得 到 
ba 一 ago) < e。 
国 此 ,{e 吕 5}》 是 有 理 数 Cauchy 序列 ， 它 必 史 收敛 于 由 扩张 中 的 
一 个 数 cz; 楼 
中 -ima 各 一 0. (2) 
最 后 ,由 0 
由 (oj — oo) Eb — odin) + bl 一 < 如 
和 (1?,(27 阿 式 可 知 
中 -mws 一 
于 是 定理 得 证 ， 
根据 这 个 定理 我 们 知道 ,p-adic 数 域 Q， 与 实数 域 R 一 样 ， 
是 完备 的 。 但 是 Q， 与 R 有 很 多 不 同 之 处 。 例 如, 如果 {a,} 是 


适合 ma。 一 0 的 Q， 中 一 个 序列 , 则 级 数 之 ; e。p-adic 收敛 。 
事实 上 , 设 一 am 十 十 osm 之 #, 则 


一 _ jo 二 **" [4 吃 i 一 个 
[sm sls |a。 出 m4il a |ci| 。 由 


所 以 {se} 是 Q。 中 的 一 个 Cauchy 序列 ， 因 为 Qy 是 完备 的 ， 
{oe} 必 有 p-adic 设 限 , 即 > a。 是 p-adic 收敛 的 。 然 而 在 实 
s™} 
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数 域 R 中 ,只 从 条 件 lima。 一 0 是 不 可 能 推出 SY ce。 收 伍 的 。 


在 上 节 求 代数 方程 的 p-adic 解 时 ,所 得 到 的 了 考级 数 , 实际 
上 就 是 @Q， 中 的 数 。 现 在 我 们 来 讨论 p-adic 数 域 Q。 中 一 般 数 
的 表示 法。 

假定 se Qs 如果 a 一 {0}, 则 |al, 一 0， 如 果 oz {0}， 

则 有 一 个 有 理 数 Cauchy 序列 {e 半 中 收效 于 “, 则 当 上 充分 大 时 ， 

la? 一 |， 可 以 完 分 小 。 因 为 |a|, 尖 0, 所 以 对 于 充分 大 的 1, 有 
lia et Cof — 0)|, = maxClels, lof — al,) — lal,, 


根据 有 理 数 p-adic 赋值 的 定义 ,这 里 我 们 可 以 假定 


[a dt 
~? lo,a—{5}. 


人 2 一 全 则 11。 一 也” 一 !。 因此 存在 有 理 数 Cauchy 序 


fpls 
列 {cs} 使 得 hb ~— b-lm er 所 以 存在 >>0 使 得 
IB—els<1, TN. (3) 
于 是 


iecwlp 一 18 + Cen 一 6)|， ~ max( 1P8|，， lew 一 By 
一 {8l, = 1。 E 


记 cr 一 人 一 全， 这 里 ed。 为 整数 ， 由 于 15,1, 一 1， 可知 


(essp) 一 (ds,p) 一 1。 于 是 存在 总 数 +,y 使 得 
xd。 + yp ~—1, (4) 
令 o 一 cox, 则 ov 为 整数 ,并 且 
a~ Pp — op tt (Po a)p" Tarp +t 7 
其 中 7 一 (8 一 a)p"。 由 于 (3),《4) 两 式 ,可 以 推出 
18 一 ob 一 [8 一 加) 十 (5 一 ao) 


<max{le 一 cwly， 了 


Fd 


[4 
Sa ex 
ds 
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地 max('B8 — cwlps ll — rd,|,) < 1, 
山 此 | < 之 p". 设 ns 一 p”*，、m 之 #。 用 同样 的 方法 处 理 
”5 并 继续 大 步 得 到 

op tap 十 -二 oip 十 3 

其 中 qi 为 整数 ,日 |e 一 1, 或 of 一 0，|74ly 志 pg “我 们 
还 可 以 进一步 限制 

a (mod p), Oo Ep—1, (5) 
悉 续 这 样 做 下 去 ,我 们 就 证 明了 定理 4. 

定理 4 Q, 中 每 个 p-adic 数 a 可 以 唯一 地 表示 成 了 蹇 级 数 


人 3 aip’s 


其 中 si 为 整数 , 适 台 0 二 a 志 p 一 1，# 是 适合 lal 一 5 ”的 
整数 ， 


如 果 用 类 似 的 方法 ,用 限制 
ae = Gu (mod p), 一 二 < an < “一 上 《5 》 
代替 (5) 式 , 便 可 得 到 
定理 人 ”Q, 中 每 个 p-adic 数 上 可 以 唯一 地 表示 成 乡 寡 级 数 
om 之 ap’ 


其 中 ai 为 适合 Ee < 和 ui 去 es 的 整数 , = 为 适合 


tel， Tp" 
的 整数 ， 
为 方便 起 见 , 记 
二 { o> 0, 
ta;| ， 0 < 0, 
并 记 ae 一 ocr4t a 00203 
例如 , ?一 6 一 0 的 5-adic 解 , 按 定理 4 可 天 成 
T= 1.304212313303323222433140..…， 
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按 定理 4 可 表 成 
x = 1.2112222221121721222011211:-。。 
进一步 我 们 述 有 
定理 5 p-adic 数 a 可 表 成 周期 p 攻 级 数 的 充分 必要 条 件 是 
xc 如。 
证 明 我 们 只 须 对 定理 4 给 出 的 Pp 窜 级 数 加 以 证 明 ， 
必要 性 。 为 方便 起 见 ,把 a 的 P 竹 级 数 表 成 形式 
| cmplootiapt op t+) ,0aEp—1, (6) 
假定 表达 式 (6) 是 周期 的 ， 即 存在 整数 上 * 守 0，m 之 1 使 得 
a pA+ ptB + pt"mB + pttmB + +*), 


式 中 
A at apt+ + apt', 
B= a 二 Gt+iPp 十 十 attm_ip” 1 
那么 
ap"— A 一 ptB 十 pt**B 十 ptt*B 十 世 训 允 
一 pi8G 十 所 十 加 十 小 
因为 
押 2m 了 网 E A 
1+t+rPr+p" + tT 
上 一 tm 
I pt "rl, it—00, 
所 以 
1 
1 -本 mC 
+p” 二 六 TI 二 广 
于 是 得 到 
ae 1 
op 于 
外 


a pA+ pr BT ce Q。 


—p" 
充分 性 。 首 先 假定 


二 


“一 一 ， lal < 1, 0 rr<10， ps, (7) 


设 ? 的 指数 《mod s) 为 万, 即 多 是 适合 
ptm 1 (mod :) 
的 最 小 正 整 数 。 令 1 一 pt 一 ms(m 之 0), 则 


x mr 


Oh mm 一 


了 1 一 项” 
由 于 ie| < 1 所 以 正 整 数 mr 可 表 为 
moetapt tawp! OKa 和 dp— 1 
于 是 
< 一 (oo 十 cz 十 top NAIA 二 并 十" ) 
一 《ao + ap 十- 十 CA -pt 
+ pCa apt pk 二 
这 表明 & 可 表 成 周期 的 ? 宫 级 数 。 
其 次 ,对 于 任意 正 有 理 数 a, 可 设 4 一 二， Ca,b) 一 1, p"ls, 
m > 0， 则 


op 本 dp + op + 0 dp—l, 


其 中 二 或 为 鹤 ， 或 满足 条 件 (7)， 因 此 “ 可 表 为 周期 冠 级 数 . 

最 后 ,如 果 a 是 负 有 理 数 , 则 一 a 可 表 成 周期 ? 之 级 数 ， 而 数 
零 可 玫 成 

Ompt+lp— Dept+(p— Dp +, 

所 以 a 一 0 一 (一 a) 必 为 周期 震级 数 。 改 定理 得 证 。 

定义 8 ”有理 整数 的 p-adic 极限 称 为 p-adic 整数 。 疡 
adic 整数 的 全 体 记 作 Z,。 

p-adic 不 数 x 可 表 成 ? 宇 级 数 

mwl 十 G 如 十 Ga 拉 十 


0 oi 所 pp 一 i 或 RE 站 
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显然 我 们 可 以 证 明 a€ Z， 当 生 仅 当 lalp 所 1. 


$ 9.3 Hensel 引 理 与 p-adic 数 域 9。 的 二 次 扩张 


引 理 1 (Hensel，1918)5 车 f(x) 是 一 个 整 系数 多 项 式 ， 
且 
fx) = px) ht) (mod p), 
式 中 g(x) 和 轴 (x》 为 互 素 多 项 式 (mod p), 则 在 QEx] 中 在 
” 在 两 个 多 项 式 g(x) 一 g(x),h(x) 三 h(x) (mod p) 使 得 
1(x) — g(x)h(2). 
证 明 令 os) 和 如 (x) 为 二 多 项 式 , 送 合 
BI1Cx) = g(x) ,Bx) we h(t) (mod p') 
和 | 
fx) = g(x)hlz) Cmod p). 
显然 g(x) 和 而 (s) 互 尝 (mod p)。 因此 有 两 个 多 项 式 p(x*) 
和 g(x) 使 得 


中 Kx) 而 (xz) + plr) g(x) 1 (mod p), (C1) 
令 
人 (2) 
grilC#) 一 BiCx) + prp lx) ix), 
hn) = hrlx) + piplr) lx), 
则 
EI#1CHI BrCs) = gCx) h(x) + pih (x) he) 
+ px) gs) x), 
所 以 


Fas) 一 SI 有 Hi) 
= fa) —grr bx) —p PR) + pr) gx)) (x) 
p's)ll — p(w) OO— Hr) g(r) 0 
《mod p'*'), 


四 字 半 和 


由 《2) 式 可 知 民 x) 的 次 数 不 超 过 f(x) 的 次 数 。 再 由 (站) 式 看 出， 
《$Cx) h(x) 十 四 (x)grCx))rlw) 的 次 数 不 超 过 fx》 的 次 数 。 所 
以 ginCx)hrmlx) 的 次 数 不 超 过 jx) 的 次 数 。 由 于 g(x》 和 和 
如 Cx) 的 系数 都 中 收 钱 , 且 收 得 于 gtx) 和 As)。 故 得 引 理 。 

由 此 引 理 可 得 下 列 推论 ， 

推论 1 如 时 

f(z) = 十 :十 gx* 

是 Q,[Lx] 中 不 可 约 多 项 式 , 则 

Tf, = maxC lads dor) ss :3 1a ls) — maxt lao!,, lon],). 

证 明 ”如 果 上 述 结论 不 成 立 , 则 存在 正 整数 “，, 适 台 0 天" 二 
sn 且 


le 小 一 [站 
于 是 
fix) 一 o, (名 十 人 二 
a, Us dr 
十 2 =】 一 aiE(x)。 
a, 、 
显然 有 


Hi 


<1,i 守 rr 二 1, 
fr 
s 


并 且 g(x》 是 不 可 约 的 。 但 是 
g(x) = (和 2 十 全 xz 二 +*). 1 (mod p)。 
qa, A, 


根据 Hensel 引 理 可 知 ,glx》 可 以 分 解 成 Q， 上 的 一 个 ?+ 次 关于 
与 一 个 # 一 + 次 因子 之 积 。 由 于 f(z》 在 Q， 上 是 不 可 约 的 ， 故 
得 矛盾 。 于 是 推论 得 证 ， 
注 1 这 里 的 Hensel 引 理 是 对 一 个 未 定 元 的 多 项 式 给 出 的 . 
M. Lauer 把 这 个 引 理 推广 到 多 元 多 项 式 的 情形 ,参考 文献 159]、 
现在 我 们 考虑 Q@， 上 的 二 次 不 可 约 方程 。 例 如 ,方程 


» S49 = 


x—p—0 

在 Q， 中 没有 根 。 这 是 因为 ， 根 据 p-adic 赋值 的 定义 ,任意 p- 
adic 数 的 p-adic 赋值 是 7 的 整数 短 ， 这 个 数 的 平方 的 p-adic 
赋值 一 定 是 一 个 8 的 整数 短 的 平方 ,， 不 可 能 是 p '。 象 有 理 数 域 
的 普通 代数 扩张 一 样 , 我 们 可 以 在 -QRQ。 上 添加 一 个 Q@。 上 茶 个 二 
次 不 可 约 方程 的 根 而 得 到 Q 的 二 次 扩张 。 不 失 一 般 福 ,可 以 假 
定 方 程 具有 形式 

妇 一 和 一 0， (3) 
其 中 de Q,,d 六 0， 它 不 是 一 个 完全 平方 数 ( 即 不 是 一 个 p-adic 


数 的 平方 )， 显 然 方程 (3) 在 Q。 中 是 不 可 解 的 , 我 们 用 Vd 表 
示 (3) 的 形式 解 ， 则 Q， 的 二 次 扩张 可 以 表示 成 
K, ~ QAV da). 
K， 的 元 案 § 可 以 写成 形式 
#5 一 a 二 5j, 这 里 jj 一 Vd,a,b€ 0,. 
容易 验证 ,K。 中 元 素 的 和 、 差 、 积 、 商 满足 下 列 公式 : 如 果 
一 0 十 旭 为 乓 中 另 一 元 素 , 则 
ESCET DE CPT 
EE = aa 十 455) 十 (a 十 7 机 
二 _《ea 一 tee — ob )j (Fz 0), 
rp 
我 们 用 
| Ema— 6 
表示 数 § 一 a + 好 的 共 元 数 ,于 是 5 的 范 数 与 迹 分 别 为 
N(E) ~ EE oo— db,S(E) — 8 +E— 20. 
设 d 和 de Q, 是 两 个 不 同 的 非 零 p-adic 数 ,并 且 册 不 是 完 
全 平方 数 。 那 么 


QV 4d) — Qo Ye) 
当 且 仅 当 区 是 一 个 完全 平方 数 ， 
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下 而 给 出 -个 p-adic 数 入 是否 是 一 个 完全 平方 数 的 判别 准 


则 . 
引 理 2 (Mahler，1981) 设 AE<Q， 适 合 
-5 p™— 2, 
{一 [i, 所 
Bb? p23, 


则 AA 是 一 个 完全 平方 数 . 

证 明 ”我 们 可 以 断言 ， 存 在 一 个 形式 震级 数 . 

jo 二 arer 二 ,其 中 必 一 1,cEQ,i 守 1 
使 其 平方 


fx) 一 工 二 2cux 十 >， (> ccn-tj *” 
m=1 ‘=O 人 


只 包含 前 两 项 , 即 
(xz 一 1 十 第 


事实 上 ,我们 先 取 
i 
然后 再 由 递归 公式 
> 
即 


m— 1 


Ca = Zhecm li M2 (4) 


来 确定 出 系数 c;,c1,""*。 显 然 由 (4) 式 看 出 ce 属于 Qum > 1. 
当 p 一 2 时 用 数学 尖 钠 法 可 以 证 了 
cj SS 2", m 1,2 (5) 
事实 上 ,图 一 1 时 ,(5) 式 显然 正确 . en 
过 光一 1 的 co; 者 成立。 由 (外 可知 


[eml; | max 31 27(m 一 二 | sn pot 
1 一 1 Ee 


。 3475 


于 是 下 标 下 一 如 时 (5) 式 也 成 立 。 当 ? 关 3 时 ,显然 用 数学 归纳 法 
可 以 证 明 
[easly l,m 1,2,.…, (6) 
现在 我 们 考虑 f(x) 的 部 分 和 
fw) lt cx ox 二 二 cx, 7 一 1 2 
它 的 平方 为 : 
a (7) 


二 四 地 十 ] 


根据 (4) 式 可 知 ,《7) 式 右边 不 含 zz,x'，…*,** 各 项 ,(7) 式 中 


Ex :2 人 
因此 ,由 (5) 和 (6) 两 式 得 到 


max 24-122Xm-b tl 改 21m71p 一 2， 
[enels 必 | (8) 
1,、 p23。 


2 户 一 2， 
1xz| < 委 
ip? 3. 


由 (5),(6) 两 式 看 出 ， 当 w->c0 时 


2Cm im i 2 一 和 一 1 一 mw 0， p 2， 


现 设 *e Q， 适合 


0 | 
< corw : ， RP py 


因此 ,对 于 p 一 2 和? 渤 3 两 种 情形 , 当 n 一 co 时 


p- adiclmf, (x) 一 1 十 立 Co ze 一 fx) 


Ld 


存在 .其 次 ,根据 (8) 式 , 当 #* 环 co 时 


max 2 2 nm 27 0 p — 2 
4 1 m2 l 

ve ee 
3 <| max lp Ep" p23, 


n+1lem 


根据 (77 式 ， 对 于 ?一 2 和? 之 3 两 种 情形 都 有 
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js lt 
(f(A— DY-A, 
故 引 惠 得 证 ， | 
注 2 关于 Q， 的 二 次 扩张 及 进一步 结果 ， 参 看 文献 [681， 


$ 9.4 用 有 理 数 庭 近 p-adic 数 


不 失 一 般 性 , 太 节 芳 虑 p-adic 整数 的 有 理 速 近 。 我 们 有 
定理 1 设 5e 2Z;, 则 对 任意 实数 X >> p, 存在 有 理 整数 0> 
0 和 己 及 只 依赖 于 p 的 常数 clp) 满足 不 等 式 
] — PI, 所 ce(p)X™, 
max( QO,1Pi) 所 X, 
存在 性 证 明 (Schneider，1970) 设 w 为 大 于 专 的 任意 有 
理 整数 。 设 x,y 为 适合 
和 < 委 生 加 0 扫 》 安 六 
的 有 理 整数 。 显 然 有 (p” 十 1) 个 有 理 整 数 对 (x,y), 并 且 


z 一 站 一 人 dp dp—1,»>0. (1) 


为 p-adic 整数 。 我 们 只 有 倘 考 谍 前 2w 个 系数 Codedm ty 
它们 有 pr” 组 可 能 值 ， 根 据 抽 居 原理, 至 少 有 了 两 组 不 同 的 有 理 整 
数 对 《msy,) 和 (x4, 六 4 使 得 (1) 式 P 癌 级 数 具有 相同 的 前 2m 
项 系数 ,不 妨 假定 y1 > y,。 于 是 

Ct ~ yn (nO— x) 
的 ”震级 数 的 前 2m 项 系数 全 为 零 。 令 8 一 儿 一 《显然 8 之 
0),P—% tw 则 0,P 都 为 有 理 整 数 , 且 


985 一 下 一 人 dp 


于 是 得 到 不 等 式 组 
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人 (2) 
0<0O<p",|P| pr". 
如 果 X 为 任意 正 实 数 , 则 存在 自然 数 六 泛 仓 
Pp" XAp" 
因此 ,不 等 式 组 (2) 可 改写 为 
| —Pl,<pX := cc(p)X,, 
9 心 区 ,IP| 声 XX， 
即 
| — P|, cp XX, 
max(Q,|PI) 专 X, 
故 得 结论 。 
构造 性 证 明 〔《Mahler，1951)9 设 p~adic 整数 


3 bp”, 
-1 
Bu。 一 >) 5 


则 B8。 为 有 理 整 数 , 旦 满足 
OGB Ep—1NMltp+tp + + pp" !) 
-pl1<p”, (3> 
lis—B.lep". C4) 
首先 指出 ,如果 P,Q 为 有 理 整 数 , 则 
1 人 一 了 ls 声 p” 当 且 仪 当 18B。 一 Pl, 克 pn" (5) 
实际 上 ,由 于 181, 筷 1 和 (4) 式 ,我 们 有 
188。— Pl,— 1(0£—P)— QC — 8B,.)l, 
& max(|Q8 — P|,ls — Bats) 
- max(|Qs — Pl,,p ") 


1905 ~ Pl,— 1(0B, — PP) + VO($ — B.)l, 
cS max(|0B, 一 Pi 号 | 
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< max(1GOB。 — Pl,,p ”), 
所 以 (5) 式 正确 。 
由 于 
198。 一 Pl, 所 p” 当 且 仅 当 8B。 一 P10 Cmod p"), 
则 存在 另 一 有 理 整 数 尺 满足 
0B,.— Pp"R, 


即 
02—R-£, (6) 
Pn p 
我 们 只 须 考 虞 满足 
O01iPi<pp"—l,0<0Op -lI (7) 


的 那些 整数 解 。 如 困 不 然 ,可 以 从 了，Q 中 分 别 减 去 如 的 适当 
倍数 ,然后 将 再 作 适 当 的 改变 , 便 可 得 到 一 组 新 解 满足 不 等 式 组 
(7), 
P,9,R 具体 求法 如 下 : 
令 
dm 一 8 
pp” : 
由 (3) 式 可 知 ，0 安 om 之 1， 因 此 它 可 以 展 成 实数 域 中 的 有 限 简 
单 连 分 数 
MW" ee [0 a dim] 
为 简便 起 见 , 路 去 上 标 《m), 写 成 
oo = [0,40 ***，» av]， (8) 
这 里 ae ov 都 是 钼 然 数 。 令 
pr 
gr k= 1,0,1,2,...,N, 
是 连 分 数 (8) 的 渐 近 分 数 。 由 第 一 章 的 连 分 数 性 质 可 知 
gapt-: 一 Gr-pr 一 《一 上 4 
则 (qx， PD 一 1. 令 
Pi™— giBam 一 Kl,0,1, Ns, (9) 


所 以 《Pi，94) 必 是 p” 的 因子 (或 1)， 由 定义 显然 有 
gi™=0,0 < gi 所 Pp", R= 0,1,..*, Ns, 


Pnn 
F 是 距 约 分 数 ,并 且 
Nm 


i (10) 
设 xx 表示 m 的 第 大 个 完全 商 , 则 
oat<ek 十 1 
基地 生 六 二 9 一 0k95-L 十 942 可 得 
gt < Gk 十 94 Feta + 1) + ges < a 

| 十 2-i SS 294 (11) 

由 连 分 数 性质 
pi —1)* 

an 一 元 ms ja PDY R01,2,..*, N,。— 1, 

可 知 
Bas Pr (— 1)t 


p™ gr GG4CRtI 十 Gi 人 一 0，1) 2 No 一 | 
由 (9) 式 推出 
Pi ee ly ， R01,2,.…, Nn— 1, 
E+1 二 git” 
由 (11) 式 可 得 
"|Pl<- (12) 
294+1 pi 
Ke 0,1,2,.. "Ns — 1, 
由 (9) 式 得 , 
laB» 二 Pil; 守 2 
由 (5) 式 可 知 


1g — Plo pr"., 
最 后 分 两 种 情形 讨论 ， 
1 如果 gn, 字 pp”, 则 由 于 1 二 96 过 4 二:… 二 qn 可 以 
选择 一 个 下 标 心 使 得 0 声 如 起 Ns 一 1, 满足 
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9 和 
于 是 由 (1227 有 


Pal < 2 &pi. 
inti 


因此 9? Pi, 满足 不 等 式 了 
0 < maxlgi,» [P71> < pi 《137 
2. 如 果 gw 一 到, 则 由 (10) 式 可 知 
d= (Bs,, po”) p’, 
由 (9) 式 看 出 4 Pi 由 (127) 式 可 知 1Pil 过 0。 所 以 得 到 
[pi >d> pp,R= 0,1,2,..,N, CO— 1. 
在 这 种 情形 下 ,不 能 得 到 不 等 式 (13)， 但 由 于 (10) 式 有 
gumBn ™— PPNne 
这 时 令 Px 一 0, 则 有 
lgws Bm — Pusls lg, Bnl, Sp ". 
根据 (5) 式 得 到 


19w — Puls Ep ™, 
并 且 我 们 还 有 由 
0 <max(Kqw,，|Pw |7<pz。 


综 上 所 述 , 可 以 得 出 结论 : 对 于 每 个 自然 数 省 ， 存 在 正 整数 
名 和 加 数 了 , 满足 不 等 式 组 
1 一 Pb Sb 
max(0, IPI) < pi. 
故 定理 得 证 ， 
例 1 考虑 代数 方程 zx + 1 一 0 的 5-adic 解 
£ 一 2.1213423032204132404340.- 。 
的 有 理 逼近 . 
显然 我 们 有 
Bi 2.0, B= 2.1, B= 2.12, B= 2.121, B;— 21213 
Be 2.12134,. - 。 
因此 ai 一 20.0，al? 了 210.0，al? = 2120.0，a* 一 21210.0， 
ol = 212130.0, al® 一 2121340.0，- | 
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这 些 有 理 数 的 连 分 数 颈 开 分 别 为 
al 一 [0,20，2.0]， 
oa? = [0, 3.0, 1.0, 1.0,3.0], 
aa 一 10，2.0，0.1，0.1,2.0]， 
ai 一 [0，3.0，2.0，3.0，3.0，2.0，3.0]， 
a = [0, 1.0, 1.0, 1.0, 2.2, 1.0; 1.0, 2.2, 1.0,2.0], 
a = 0, 1.0, 3.2, 1.0, 1.0, 1.0, 2.0, 2.0，1.0，1.0, 
1.0，4.2],-.， 
于 是 得 到 
]12.05 + 1.01: < 5， 14.08 一 3.01， 二 57 
11.25 一 2.01 安 5 14.4 十 2.1 5 
11.315 十 3.21|s 所 5, |2.345 一 4.31 < 5 


§9.5 p-adic 连 分数 


1970 年 Th. Schneiderea 发 展 了 长.Mahler'69 的 p-adic 连 
分 数 算法 ,引进 p-adic 半 正 规 连 分 数 算 法 。 设 i€ Q,,f 关 0, 则 


一 ea 
二 一 一 一 -一 一 一 一 
0 十 一 一 人 一 一 一 -一 
六 十 5 
+ 十。 


aygiytgay ga 
下 J 5 上 
其 中 oo 一 ,as EN, 5b, EN 15 所 pp 一 1,，n€N, 并 且 
wl m0 lhp— 1,3 te2,, 
go 一 1,，b, 一 0， 其 他 情形 ， 
类 似 于 这 个 算 苇 , J.Browkinca 和 王 连 祥 %" 先后 分 别 给 出 两 种 形 
式 的 简单 连 分 数 算法 。 这 里 仅 介绍 后 一 种 算法 ， 
令 5eQ，，, 其 清和 宕 级 数 为 


3 


吉 一 六 op 十 二 二 二 
= bo bbo bb 

式 中 a 宇 0, 0 各 志 Pp 一 1, 1 之 一 a。 记 
qo bs“b_b0 = Ll 

这 称 为 p-adic 数 《 的 整数 部 分 。 显 然 0 专 m 二 p。 把 5 写成 形式 

Fe 
| 
其 中 [51, 之 p。 又 记 0 一 [5], 则 0<z< 加 并 有 


点 由 + 过， 其 中 [1 一 1a — p™', 15 > p。 


只 要 6, 产 0,, 我 们 可 以 继续 进行 下 去 ， 一 般 地 ,我 们 得 到 


上 > 一 gr 十 3 1 一 | el， 一 加 or € N, 
byt 
0<a,<p, reN. (1) 
因此 所 的 表达 式 可 以 写成 形式 
1 
$+ 
9g; 十 L 
三 十 、. 
和 十 ge- 十- 


&s 
一 [0s 013029 "du 139] ， 

其 中 ao, 一 [8,], 二 合 0 志 oo 所 p，0 < 之 4 二 pp, ve N., 

如 果 上 述 过 程 在 其 一 步 中 止 ,也 就 是 说 , 对 于 某 z 一 ?>，5v 一 
4e， 则 | 

E = [aoyaiyo- yan] 
称 为 有 限 p-adic: 简 单 连 分 数 。 不 然 , 我 们 得 到 : 
一 [aoyotygay 05] (C2) 

它 称 为 无 限 p-adic 简单 连 分 数 。 对 于 这 种 情形 ， 如 果 存 在 整数 
大 > 0，m 这 1 使 得 44m 一 0:，# 之 肯 , 则 《2) 式 称 为 周期 长 为 吉 
的 局 期 p-adic 简单 连 分 数 , 并 且 《2) 式 可 简 记 作 


» #355。 


上 一 [oo at "Gi GFyKH Oh+m_1]。 (3) 
如 果 一 0, 则 称 (3) 式 为 纯 周 期 p-adic 简单 连 分 数 。 
例如 ,由 于 


x el 1 
i i he 
我 们 有 | 
es — (p=—=p]. (4) 


这 是 周期 长 为 1 的 纯 届 期 p-adic 简单 连 分 数 。 

县 据 p-adic 数 的 p- 短 级 数 表示 是 唯一 的 ,我 们 知 道 , 它 的 
p-adic 简单 连 分 数 的 展开 式 也 一 定 是 唯一 的 。 p-adic 简单 连 分 
数 存 p-adic 赋值 下 的 收 伍 性 将 在 后 面 证 明 。 

Browkin 定义 的 p-adic 简单 连 分 数 , 与 上 述 过 程 类 似 , 唯一 
的 区 别 在 于 ，p-adic 数 5 的 了 宕 级 数 的 系数 满足 

一 一 C= 五 。 < eS 


并 日 p-adic 连 分 数 的 不 完全 高 满足 一 Er a 和 


定理 1 $e€Q 是 有 理 数 ( 即 5€ Q) 的 充分 必要 条 件 是 它 的 
p-adic 简单 达 分 数 展开 式 或 者 是 有 限 的 ,或 者 是 周期 的 ,其 周期 为 
六 一 

证 明 ”由 (4)? 式 可 知 ,充分 性 是 显然 的 。 只 须 证 明 必 要 镍 。 设 
se 了 并 写成 形式 


上 一 -0 ， 
Prax 


其 中 Cos Xe> XL 都 是 有 理 整 数 ,并 满足 (xos p> ee 1,Cx.,Pp) be 
zo 和 x 不 一 定 互 素 ， 和 如果 oo 一 x 和 且 oo 守 ， 则 5 = [oj 
pe 若 m 三 0, 则 & 一 [0，p”"]， 这 都 是 有 限 p-adic 连 分 数 . 当 
一 时 ,我 们 注意 
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本 wh 
2 


. l=(p— D+(p— Det+lp— Det+', 
根据 (4) 式 得 到 


Ge a = p— De™m+lp— De "t+ 


t+ {tp—1)+(lp— Dretp— Dr+*, 
当 m 之 0 时 ,有 
1 


志 一 四 十 四 一 1 十 十 世 十 全) 一 人 十 一 


二 


oe. [eo; pp 也 


这 里 m 一 人 一 1)p 十 (人 一 1) pw 十-… 十 《Pp 一 1， 当 


<0 时 ,有 


点 一 [06 二 一 六 |]， 
其 中 心 一 人 一 bp 二 (一 It 十 十 人 一 1D。 上 面 的 
p-adic 简单 连 分 数 都 是 周期 的 ,其 周期 为 pz 一 
当 |z| 关 |x| 时 , 则 5 有 唯一 的 p-adic 简单 连 分 数 展开 式 


| i a dl G29 ee]。 
1 


根据 (1) 式 我 们 看 出 ，|# 一 aol, 一 请" 其 中 om 之 1。 另 一 方面 ， 
二 9E Q, 所 以 有 县 只 有 一 个 有 理 整 数 Xz 芒 0, 适 合 (xz p) -1, 
使 得 


我 们 可 以 同志 一样 地 处 理 有 理 数 所 ,并 继续 如 此 进行 下 去 。 一 般 
地 ,对 # 关 1 存在 非 零 有 理 整 数 *。-，，xre，xzstl 满足 等 式 


人 (5) 
s a 


如 果 有 一 个 下 标 on 满足 xs,-, 一 xno， 则 可 展 成 有 限 p-adic 简 
单 连 分 数 。 如 果 x 一 一 zu) 则 可 重复 上 面 的 论证 而 得 到 <. 一 
Pp 一 !，# 凌 加 。 如 果 不 然 ; 对 于 所 有 #* 兰 1, 我 们 有 jz-:| 天 


+ 837° 


1z.| 。 记 
4 一 padey #2 1, C6) 

显然 4。 是 有 理 整 数 ,满足 0 二 4, 二 p”* 一 1。 央 此 由 (57, (6》 
二 式 我 们 看 出 ， 

| xj = za-L 一 人 lxXn 处 a 

prat 十 cs tg 
< max(|zs-i|, |x,)), 

于 是 一 定 存 在 一 个 自然 数 ,使 得 对 所 有 # 之 ma 有 |zr。| 一 1, 
这 可 推出 xs 一 一 x 或 xz。 ~ 一 re。 这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 

定理 2 设 三 一 Iao:oaz as …]， 又 设 


这 ~ [oro “30]， 


其 中 PO@eZ, 且 (P,，0。) 一 1， 
称 为 三 的 p-adic 简单 连 分 数 的 第 = 个 渐 近 分 数 。 那么 P。 


和 8。 中 至 少 有 一 个 与 了 互 素 ,并 和 且 


18.é P|, a elas) la afp tials's 


其 中 
|aoly:, 妆 as 关 0， 
cao) { i, 当 wm 一 0. (7) 
证 明 容易 看 出 ， 
(gs|， 一 la sy nz 1 (8) 


实际 上 ， lgils 二 |al,, 19:|， |azol 才 li， = max Claes|,,1) 
一 |oe:j,。 由 归纳 法 ， 我 们 假定 对 于 不 包 3 一 1， 有 |g! 一 
lc etj。 由 (1) 式 及 连 分 数 性 质 
19。| 一 |o.9。， + go ly 一 max(jas|lr1goi|l，19。3|>) 
-|aclpigeils = ia an-ics| p。 
于 是 完成 归纳 步骤 。 类 似 地 ， 我 们 还 本 证 表 
jp 一 joigplaa)ps #2 1, 当 六 0， 
12 一 1 [pu 一 [ao - ae zz22， 当 一 0. 
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因此 我 们 得 到 


Pn 
In 


ed 当 wz 关 0， 
laily', 当 ao 一 0。 
对 于 * 之 1 记 

M. = max (|pe'i,, 19.|,), 
Pr 一 pM,, Qn ~— qaMoss 
4 一刀 ps， 了。 一 9s|19oly， 
Pe Ps 二 
Dp ,其 中 P。, 0,eZ 且 〔〈P.9.) 一 1。 
因此 我 们 有 
P, = A,, 0 一 jcodo3， 当 天 0， 
PP 一 |clld ov B., 当 a ™ 0, 
显然 4,.，8。，P:，Q,，P。，。 0。 都 是 自然 数 ， 并 且 (4,， 
P) 一 (B。,p) 一 1。 因 此 P;，Q， 中 至 少 有 一 个 不 能 被 ? 整除 ， 
由 此 推出 
1coj7， 当 eco 关 0， 


19. = lg edo) {oo 0 
另 一 方面 ,根据 连 分 数 的 性 质 
5 一 血 一 一 


9。 do( 上 49。 t qn) 
可 知 ， 


Js — |, 一 la.l7 leg + 0p! hound gsr C10) 
最 后 根据 (7) 一 (10 ,我 们 得 到 
F ” PP 
19. 一 Pb 一 19. 上 一 到 | 一 00: 一 到]， 


一 10.|， 5 一 包 | ecK(ao)] er aly | ast ls’, 
gal? 


注 1 根据 定理 2, 容易 证 明 p-adic 简单 连 分 数 的 收敛 性 。 
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注 2 ”对 于 实数 域 上 简单 洪 分 疲 的 周期 性 定理 《 即 &14 定 昔 
1,2,3) 的 p-adic 类 似 , 利 用 上 述 定义 的 p-adic : 连 分 数 算法 基 不 
能 得 到 的 。B.M.M. de Wegerca 在 p-adic 数 的 有 理 芝 近 格 概念 
之 下 得 到 了 Lagrange 定理 的 p-adic 类 似 。 王 连 祥 " 对 于 特征 
为 plp 为 奇 素数 ) 的 有 限 域 上 的 形式 Laurent 级 数 域 的 元 素 定 
义 了 简单 连 分 数 算法 ,从 而 得 到 了 Lagrange 定理 等 结果 的 类 似 . 

注 3 用 p-adic 连 分 数 算 共 ,可 以 研究 p-adic 数 的 代数 无 
关 性 及 超越 性 ， 关 于 这 方面 的 结果 可 参看 文献 [41,[23],[106]。 


$96 用 有 理 数 有 逼近 p-adic 代数 数 


设 EE Q,。 如 果 上 满足 Q 上 代数 方程 , 则 5 称 为 p-adic 代 
数 数 。 否 则 称 为 p-adic 超越 数 。 设 是 一 个 p-adic 代数 数 , 它 
的 极 小 多 项 式 为 

f(s) 一 qx 十 Cita 十 -十 Go 
其 中 me 天 0，arEZ， 1 一 0 1 016 
称 二 为 ?次 代数 数 ,并 称 
a=— max (lal, [al,..,1o.!) 
为 代数 数 # 的 高 , 记 
LOD lel+ lol +t- + la.l, 

定理 1 (Liouville 定理 的 p-adic 类 似 》 设 了 $5 是 # 次 -9p-a- 

dic 代数 数 《# 之 2), 则 对 所 有 8 关 0，PEZ: 有 1 
185 ~ Pls> cE)max(lP|,101)™, 
式 中 c( 旨 是 只 与 有关 的 常数 。 

更 一 般 地 ,我 们 还 有 

定理 2 (Mahler，1961)'9 设 8 是 ww 次 p-adic 代数 数 , (x) 
是 任意 整 系数 多 项 式 ,其 次 数 不 超 过 w, 其 高 为 4《 即 F(x) 的 
系数 绝对 值 的 最 大 值 ), 则 

F(#) 一 0 吗 |F(5)1, 之 clm,5)A ", 
式 中 . 
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cgi — (Cm + 1)7Cn 十 3amaxtiel’ tt, 1))™, 
其 中 a 为 5 的 高 。 
证 明 设 的 极 小 多 项 式 为 
fxs) 十 十 十 Go 十 G49 0 天 0， 0€ Ds 
又 设 
P(X) 亚 .dx 二 xm 二 4 
首先 考虑 4。 关 0 且 (F(x),ij(x)) 一 1 的 情形 。 因 此 f(%) 
和 和 F(x》 的 结 式 不 为 零 , 即 


0 2 。*。。"。 {fy ” [4 
0 ag Gl “eee Qn 0 
。 m 行 
ba " . | 
0 ds G1 "T°*™"*” Us—l Cy 
R=iA, 4, A 0N 二 0, C1) 
0 A A < 0 
生 用 行 
0 A A A, dA, 
根据 Hadamard 不 等 式 可 知 
1 |RIS(m + 1) n+ 1)20ndr。 (2) 
设 
a, G1 se Oy -+ 0 x 1 
0 ts 。 gas -1 
: ore is 二 
0 0 -9 a dn—! 1 由 
2(*) A “ A, 8 0 
0 A *-» A, 0 0 
2 “A4, 0 
0 人 人 人 dm 0 


+ $049 


DO dy 。，。。"” Gn 0 0 

0 D fo 了 

G(x) Er | 0 用 雪夫 Go Ge 0 
A An 人 人 [1 x* 1 
0 pA A, 0 2 

0 [4 A sacsve As 3 

4 0 人 .4 be As-t 1 


把 (1) 式 中 行列 式 前 m + 2 一 1 各 列 分 别 乘 以 


ee tos -> 2 


加 到 最 后 一 列 上 , 则 新 的 最 后 一 列 为 


xm IFKs) xm 0 
x" fr) x™ f(x) 0 
rf (ls) xf lx) 0 
f(%) f(x) 0 
mmFzy | 一 0 t | -5F (x) 
x" PF (x) 0 x* P(x) 
r(x)} 0 再 (区 ) 
F(x) 0 F(z) 


出 此 推出 
R= f(s)e(x) + F(x)G(Y), 


: R= F(E)GCE), 


因此 
» 302% 


(3) 


pl -| 人 | (4) 


由 于 G(x) 是 次 数 不 超 过 ”一 1 的 整 系数 多 项 式 , 所 以 
” 1GCE)|, < max Ces! [El a | 上 | 1) 


= max(}él?!,1), (5) 
由 (2) 式 和 乘积 公式 可 知 
FRIRI (C++Din +I)ioedo)  (〔6) 
于 是 由 (4),(5),(6) 式 推出 
| PE 之 <) (7) 


式 中 

elm, E) = mt in Dionmax(1512 912) (8) 
显然 cl(mxm，5) 与 4 无 关 . 

最 后 ,如 果 deg(x) 一 wy 所 mw, 则 由 (3) 式 推出 cm ，€) 之 
clm，)。 如 果 FC(E) 关 0, 则 推出 《F(x)，f(z)) 一 1。 用 同样 
的 论证 可 以 证 月 (7) 式 成 立 。 故 定理 得 证 . | 

注 1 由 定理 2, 取 F(x) 为 一 次 整 系数 多 项 式 ( 即 mm 一 1， 
4 一 maz(iP|，191)), 又 取 

cE£) 一 (27(m 十 1D)tamax( 上 上，1) 
便 直接 推出 定理 1. 

注 2 当 5 是 p-adic 整数 时 ，|#i, < 1。 这 时 定理 1 中 的 
常数 <(E) 一 (27C# 十 1)#q)"r， 对 于 多 个 p-adic 整数 的 讨论 见 
下 面 定理 , 

定理 3 (Bundschuh and Wallisser，1976)2 设 5 ,Em 
EZ FEeZ[z xz] 是 如 -5。 所 满足 的 极 小 多 项 式 , 满 
是 degs, ff 一 nn 这 2, Yr 一 1。 则 对 所 有 名 关 0，P pv， 
Pm&€ Z， 有 不 等 式 组 | 

|Q81+1 3 Pirnl 名 


> 
kK 0,l,**,m— 1, 


353 + 


式 中 M 一 max(101，1P1|,…,1P.|1)，L(f) 是 多 项 式 f 的 所 
有 系数 绝对 信之 和 |， 
为 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 下 面 引 理 。 
引 理 1 设 FEZ[xay rel f Ds deg:,f 一 zy2 一 有 
“ 又 设 司 "Em Zope 假 0 0, 了 Pi PE 满足 
I|Qétrm — Pin)s < 1fo， 1 195 一 Prj2y 


X01,...,1m—1, (9) 


|f CE 5m) | > lfolp Ol pe 
x I 188,— P,l;», C10) 


式 中 fe Z, 大 0 ， 与 1 ,0,P,:.…,P, 有 关 , 并 有 明显 下 界 
[fl > QM mr mL (11) 
证 明 没 2， Piy"™ "Ps 满足 (9) 式 ， 并 设 


fe 


现在 归纳 定义 2m + 1 个 不 恒 为 零 的 整 系数 多 项 式 f。，gw，*………， 
fisgis fo 如 下 。 首先 令 


je eo) f(D, oe) 2) 
现在 假定 对 于 一 个 系 1 委 下手 m) 已 经 定义 了 fx zk) 
设 、 

(xx 一 Pei)’tlfiCr, | xz) 
则 我 们 定义 
tx - “2 (ri 一 Pi1) tf Cr, Ce ,tt 


SN bs 1s, i (13) 


zt 1 


+ 4. 


LE 和 xk_1) = g(x ?TR p.), C14) 
而 ff 就 是 引 理 中 叙述 的 常数 。 
设 Ey ™ Q5, — P,, vr™ 1,.…,m, 首先 胃 数 学 归纳 潜 证 明 


各 租 
[fiCPit ee, Pet er)ls > |fols, ET iso， 


R= 0,1,:** ,rm, C15) 
事实 上 , 当 大 一 0 时 ,(15) 式 显然 正确 。 假 定 对 于 4 一 1(X 志 m) 
(15) 式 成 立 , 现 在 来 让 明 对 于 友 15) 式 也 成 立 。 令 
Di ™= grilPs 十 Bt Pi + B81) 
— fixPit Bs -Pi + E10)s 
则 由 C13) 和 《14) 二 式 推 出 


| mt 
Di 一 2 Pe >》 (Pst ED (Pit + et) 
n= f 0 


sD bs {CP + ea PE 
ih=0 
(16) 
因为 Bt, “**s ji) PE Zz, 并 由 于 sy Z,, 从 而 
「 P, 十 | ~ |05,1, < 15,1;, 所 l ,v= 1,. ,mm, 
所 以 由 (9) 和 (16) 二 式 得 到 


下 一 站 | 
lIDils < el, = [O54 — Paris < fol, Tile。 C17) 


根据 妇 纳 假设 ,由 (157) 式 对 于 不 一 工 成 立 , 则 由 (17) 式 得 到 
[Dil, = | 及 -区 有 十 st De Pi + ex-01,” (18) 
出 此 得 出 | . 
[ea(P 十 8 PP 十 E10)! 一 |fi(Pit+ 6 Pi 
十 sk- 
事实 上 ,如 果 不 然 ,有 
lgaPit ey Prt si If-tPst+ s,s Pt 
+ eri ls, 
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网 
|fiCP, + 5 …- "syPit -Es gt-1)j, 
< maxC gp 十 6 ,Pi 二 ei)|,, {fi CP + Bi 
“Pi 十 681-1) |») IDil,, 
这 与 (18) 式 相 了 矛盾 。 由 (13) 式 及 归纳 假设 可 知 
fitPit em, Pet et)lp ~— NexlstlgiCPit- 1 ~*- ,Pr 
t+ ei)l, 一 [st|2 有 -区 已 ,十 Bo Pit er) ty 


一 J 
> lerlst fol, I le,l?r. 


上 式 表 明 对 于 太 15) 式 也 成 立 , 只 须 注 意 0 和 ex 所 贡 和 |exi, 声 
1 
在 (15) 式 中 , 取 一 m。 由 P, 十 6, 一 85,， 及 (12) 式 得 到 
19 tof (bs Ea) |, 


一 If(Qé -O80)1, 2 1}, TT l,ls, 


手 是 (107 式 得 证 。 

最 后 ， 我 们 验证 (11) 式 正 确 。 由 于 加 &Z， 访 关 0， 根 据 乘 
积 公式 有 1folp 室 1f17, 所 以 我 们 只 须 佑 计 {#1 的 上 界 。 为 此 ， 
首先 用 数学 归纳 法 证 明 


ee 


Te- et . (19) 
大 一 0,1, me 
事实 上 ， 当天 一 0 时 (497 式 最 然 成 立 ， 假定 对 于 不- 二 1 < m) 
《19) 式 成 立 。 因 此 由 (14) 式 有 


i 
fo el "einl (站 CS 
xX BCXIs 人 “1 《207) 
由 (13) 式 可 知 
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8 
(¥& fxziy。 “xD 一 etgt i) 


十 【如 一 已 1 由 (xi 
其 中 由 是 一 个 多 项 式 ， 所 以 


gECXLs* 3 “X11 Pk 和 . 有 Co a) aime 


ee ee 
现在 在 (19) 式 中 取 4 一 m， 由 (12) 式 得 到 


-2 


"! SP mpm 


Q™m* 2 > : 马 gti,* yi in) QO ti 本 (二 


te be es1 


x (RY sl) 0 De Di) 


jum im 


而 


(ee) 


由 此 推出 
lf QM aL(f), 
于 是 引 理 得 证 ， | 
定理 3 的 证 明 用 反 证 法 。 假定 S19 "Em EZ 对 于 zx 
0，P,,-…,Ps€Z 满足 
198 一 Pinls < CM) tm Lf) 


. 
Xx II |Q8, me Pl»,k 1 0,1,*--,m 1。 
由 《11) 式 可 知 
大 
[Qét 了 Pt+ily < | 全 195, 一 P,|?», 


A 0 1 二 下 


*3670 


因此 ,(9) 式 被 满足 .根据 引 理 1 ,我 们 得 到 
ana wl a 


注意 加 2 所 以 198, 一 了 ,| 之 0， + 一 1,-…, 功 ，、 因 此 f(5， 
0、 这 与 了 是 5 5 的 极 小 多 项 式 相 了 矛盾 。 于 是 
定理 证 完 . 
注 3 在 定 翌 3 中 取 m 一 1， 得 到 Liouville 定理 的 p-adic 
类 位: 5 € 2Z,, 而 常数 
cs#) 一 2 LO 
显然 ,这 个 常数 小 于 注 2 中 指出 的 常数 c(5)， 


$9.7 几 个 著名 和 和 副 图 帝 近 定理 的 p-adic 类 似 


在 这 一 节 里 ， 我 们 将 不 加 证 明 地 挟 述 几 个 著名 的 站 过 定理 的 
p-adic 类 似 。 
定理 1 {Thue-Siegel~Roth 定理 的 p-adic 类 似 ，Ridout 
1958)en 假定 方程 
goxr 十 Gx 十 十 a6 一 0, 000, a EZ, 
i ,1,2 
具有 实 根 = 在 Qu, 中 有 一 要 年 在 Qu 中 有 一 根 Fors 这 
里 pi,"…,Pp: 为 不 同 素数 ， 那 么 对 于 任意 实数 e > 0， 不 等 式 


P 
az 一 一 


min 


)H min(1, |08, — Pl,,) 


<mxClP!l,101D™™ 
只 有 有 限 组 整 解 P,9 EZ 适合 (P,0) 一 1， 
定理 2 (Thue-Siegel-Roth-Schmiat 定理 的 p-adic 类 似 ， 
Schlickewei，1976)83 假定 50, 51- Smt 是 不 同 的 案 数 有 
限 集 合 ，at,，… +， cm 是 实 代数 数 ，5??,，.…, 59 是 p-adic 代数 
数 ,这 里 pe $6。 那么 对 于 任意 实数 s > 0， 不 等 式 
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0 一 | >， 2 十 Yt 
‘vel 


Ll > EP x, 十 xwtt | 


PES 


mm 二 1 
E 
< 之 aes, | zi 


只 有 有 限 组 非 霍 整 解 《z zw)xontl) € "1 

如 果 补 充 假 定 : 数 1，ou au 在 Q@ 上 线性 无 关 , 并 且 对 
所 有 pey 数 1， 8 在 Q@ 上 线性 无 关 。 那么 对 于 任 
意 s > 0, 不 等 式 


ts 


Ge 一 一 人 -- 


议 i 十 1 


TI min (1, 


Vm} 


) I[ min(, | sy 一 


nes Tmtl 


+l 
本 一 朵 一 1 一 5 
> 也 esv|zrjy 和 人 lx,1) 


只 有 有 限 组 非 零 整 解 (x ,Xn X01) E27 
注 1 显然 在 定理 2 中 取 mw 一 1, 便 得 定理 1, 
六 定理 3 (Wirsing 定理 的 p-adic 类 似 ，Morrison，1979)P1 
设 5 EQ,，w 之 #2 十 1。 假 定 不 等 式 
(xb 十 mE +t tx) <C( maxlxl)™, 


其 中 C 是 只 与 #smsp 有 关 的 常数 
有 无限 多 组 整 解 《z, zi, - … ,x,) 6 Zen 那么 存在 无 限 多 个 次 数 不 
超过 = 的 代数 数 ,满足 不 等 式 

ls— oal, <DHGa)™, 
式 中 


tO mm max Ce 十 bamin(w,2 二 2)), 
DD 是 与 C 有 关 的 常数 。 
推论 1 设 SeQ,。 假 设 挟 不 是 次 数 森 超过 = 的 代数 数 。 那 
么 不 等 式 
上 一 cl 二 co 
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有 无 限 多 个 代数 解 <， 这 里 a 的 次 数 不 过 过 #, Fa) 为 = 的 高 ， 
C 为 只 与 $5,n,p 有 关 的 常数 。 

在 定理 3 中 取 w 一 » 十 1, 定理 的 条 件 被 满足 ,于 是 由 定理 3 
得 到 推论 1 


附录 ”代数 数 的 绝对 高 与 代数 数 域 上 的 峰值 


关于 代数 数 的 高 (普通 高 )、 域 高 、Mahler 度量 、Mahler 域 
度量 等 概念 已 经 在 第 六 章 的 附录 中 介绍 过 . 

现在 我 们 讨论 代数 数 域 天 上 的 赋值 、 闪 定义 代数 数 的 绝对 
高 。 

天 次 代数 数 8 的 Archimedes 赋值 是 由 6 的 # 个 域 共 二 02， 

“65 的 绝对 值 给 出 。 由 于 两 个 共 轿 复数 的 绝对 值 入 等 ， 所 以 
访 对 这个 光 tk 罗 d 复 数 中 取出 一 个 即 可 。 即 

pAO) 一 1971 i lr 二 s 

因此 ,共有 ?+ 十 s 个 Archimedes 

为 定义 非 Archimedes 赋值 , 设 C， 是 Q， 的 完备 代数 闭 包 . 
设 的 极 小 多 项 式 F(x) 在 Q, 上 分 解 成 不 可 约 因 子 之 积 。 

F(x) 一 F(x):*-F,(x), 
其 中 F,(x) 的 次 数 n, 称 为 $ 的 局 部 次 数 。 显然 有 加 十 … 十 
1 一 z。 设 5, 是 Q， 上 不 可 约 多 项 式 Flx) 在 C。 中 的 一 个 
根 。&w 一 5,，，5m，""*，6wn， 是 ,的 相对 于 Q,《#,) 的 域 共 斩 ， 
p= 1, 记 胡 一 QQ,(#,)， 我 们 作 天 到 天。 的 同 构 , 即 把 外 
中 的 代数 数 6 一 g($) 映 丸 成 
B= ESD 了 

《显然 @, 属于 KK,)， 那 么 对 于 国定 的 素数 p,6 的 非 Archimedes 
髓 值 为 
$0) 一 /INg, os Ov) i, ,pl1,2,*.*.",1, 
其 中 ss 是 F,(x) 的 次 数 ,Nx,ws( 晶 ,) 是 元 罕 @。 相 对 于 域 天 、 
的 范 数 (当然 属于 Q,), 这 里 的 | |; 是 p-adic 数 域 Q 上 的 p-adic 


?站 


赋值 .因此 ,对 于 固定 和 蕴 索 数 p,6 共有 上 + 个 非 Archimedes 赋值 ， 
当 上 取 遍 所 有 素数 ,就 得 到 下 的 全 部 的 非 Archimedes 赋值 . 

我 们 给 出 位 (place) 的 概念 。 攻 的 每 个 赋值 对 应 于 民 的 一 个 
位 sv。 把 全 部 位 构成 的 集合 ， 记 作 了 。Archimedes 赋值 所 对 应 
的 位 称 为 无 限 位 v, 记 作 v| ce, 全 部 无 限 位 的 集合 记 作 了-. 天 的 
非 Archimedes 赋值 所 对 应 的 位 称 为 有 限 位 "， 如 果 对 应 的 赋值 
是 p-adic 赋值 , 则 记 作 v|p。 全 部 有 限 位 的 集合 记 作 Vo。 对 于 
玉 的 每 个 位 vz， 记 za。 一 [K,:Q,1}。 现 在 定义 v-adic 愤 值 ||, 规 
范 如 下 : 

(i) 车 "|co 且 v 是 实 的 , 则 12|, 一 191， 

《ii) 若 vlco 且 v 是 复 的 , 则 161, 一 191:, 这 里 | | 表示 R 或 
C 中 普通 绝对 值 ， 

(iii) 着 v1p, 则 161, 一 《$8,060))*。 
称 

AKC8) 一 1 max(1,19|,) 


为 9 的 绝对 高 。 

代数 数 6 的 绝对 高 与 Mahler 度量 及 域 Mahler 度量 具有 下 
列 关 系 。 

引 理 1《Bertrand，1978)59 设 天 是 ”次 代数 数 域 .8 是 天 中 
次 代数 数 , 则 


HO) 一 ME) 一 Mk(6)， 
证 明 ”我 们 只 须 对 于 K 一 Q(9) 的 情况 加 以 证 明 。 假定 9 
的 极 小 多 项 式 
Flx) 一 aox" 十 aa ‘十.…- 十 a, 
在 Q， 上 可 以 分 解 成 : 个 不 可 约 因子 , 即 
. F(x) — aoF (x)--* F(x), 
其 中 Fi(x)，*.…，Fi(w) 都 是 首 项 系 项 为 1 的 Q,[x] 中 的 多 项 
式 ， 又 设 9 一 0,，--*，09,。， 是 多 项 式 F,(x) 在 C， 中 的 恨 ， 


y= 1,.*,I, 
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如 果 BB, 一 9 是 天 ， 中 的 代数 整数 ， 则 它 所 对 应 的 多 项 式 
F,(x) 必 属 于 Z,[x]。 于 是 [F,|, 一 1; 如果 @。 不 是 六。 中 的 代 
数 盘 数 ,根据 Hensel 引 理 的 推论 ($ 9.3 推论 1), 则 有 

[Eb narCls IN 0 
= max(l, INr,op(8,)!,) 
一 max(l, $,.C0)") 
— max(l,101,), slp. 
因此 得 到 
1 F, 一 pmaxCl, 101,),v|p, 
由 Bi 2 35D， 的 初等 对 称 多 项 式 容 易 验证 


IFh ~— teol， I Rb, 
另 一 方面 ,因为 《ao,41,… ,0s) 一 1, 所 以 至 少 有 一 个 r(0<< 
r 世 4) 使 得 (a,,p) 一 1, 所 以 IF ,一 1。 于 是 得 到 
1 = H jiao|， 工 maxft 1， 191,). 
[a veEr 


上 式 两 边 先 以 lol 有 maxC1,191,), 根据 乘积 公式 上 [ lool, 二 
vEVa S vEr - 


4, 最 后 得 到 
lal TY mar C1,101,) ~ I maxC1, 101,). 
由 定义 立即 得 间 和 
故 引 理 得 证 ， 
引 理 2 《代数 数 乘积 公式 ) 设 beK，0 二 0, 则 有 
林 iol, = 1!. 
根据 初等 对 称 多 项 式 定理 容易 证 明 这 个 引 理 ,证 时 留 给 读者 . 


M(9) 一 (0), 


习 题 
1. 验证 二 次 方程 十 x 十 1 一 0 的 里 个 7-adic 解 (p 略 级 
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数 条 数 5 适合 0<b, 二 一 1) 分 别 为 
x 一 2.463026243445212146113.….， 
¥ 一 4.20364042322145452055.、.。 
2. 验证 二 次 方程 25 一 5 一 0 的 两 个 5-adic 解 (p 宏 级 数 


系数 4 适合 一 卫 二 上 必 b， < 上 二 上 ) 分 别 为 


x < 12.11222722112121222011211---， 
多 一 12.11222272tT212122201121II。 
3. 验证 二 次 方程 十 1 一 0 的 5-adic 解 (p 震级 数 系数 
5b,。 适合 0 所 5, 和 光一 1) 的 5-adic 简单 连 分 数 展开 式 为 
x = [2.0,13.0,30.0,332.0,12.0, 12.0,22.0, 30.0, 12.0; 44.0, 
13.0,- --]， 
和 一 [3.0,20.0,12.0,30,0,332.0, 12:0, 12.0,22.0,30.0, 12.0, 
44.0,13.0,，..]。 
而 男 ~- 类 5-adic 简单 连 分 数 
bp 震级 数 系 数 刀 适 合 一 0 执 去 fo) 


是 周期 的 ,有 
x = [12.0,17.0,21.0,12.0,21.0, 272.0,21.0,12.03, 


3 = [2.0,12.0,21.0,12.0,21.0,212.0,21.0, 12.0], 
4. 验证 二 次 方程 x* 一 19 一 0 的 5-adic 解 的 5-adic 简单 连 
分 数 展开 式 为 
xm 一 2.2010111212221T21021222. 
一 [2.0,22.0,171.0,22.0,10.0,220.0,2201.0,22.0,1022.0, 
21.0,72.0,22.0, -**]， 
= 3.20T01112122212102122..- 
~ [2.0,22.0,11.0,22.0,10.0,220.0,2201.0,22.0,1022.0, 
21.0,22.0,-…]。 
5 证明 每 个 者 理 数 的 p-adic 简单 连 分 数 展开 式 


s 和 7 了 人 


(p 寡 级 数 系数 名 适合 一 之 一 上 < 二 圭一 1) 
2 2 


是 有 限 的 。 
6. 设 EE€Q,, 其 连 分 数 展 开 式 为 Em [aoyay 9s***], 又 设 
ps 一 [ao de]， 


则 fn 


I#l, ~ i ,n> 0. 
Gn'? 
7. 设 6 € Q,。 如 果 对 任意 实数 s > 0, 不 等 式 
\98 — PI, < maxClP|,101)™™ 
ta P,Q, 适 合 (P,0) 一 1, 那么 是 p-adic 超越 


8. 证 明 本 章 附录 引 理 2。 
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